
［1］2質点系の回転の運動方程式 ＃１１力学演習
2質点系の質点 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2 の位置とはたらく外力をそれぞれ、 𝒓𝒓1, 𝒓𝒓2 と
𝒇𝒇1,𝒇𝒇2 とおく。また、この2質点系の重心 𝐺𝐺 の位置を 𝒓𝒓𝐺𝐺 とおき、 𝐺𝐺 を基
準点としたときの 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2の相対的な位置を 𝒓𝒓1′, 𝒓𝒓2′ とおく。次の式が成り
立つことを示せ。ただし、𝑵𝑵は 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2にはたらく外力のモーメント、𝑵𝑵𝐺𝐺 ,𝑳𝑳𝐺𝐺
は重心 𝐺𝐺 にはたらく外力のモーメントと角運動量、𝑵𝑵′,𝑳𝑳′は重心 𝐺𝐺 に対
する 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2の相対的な外力のモーメントと角運動量とする。

1 𝑵𝑵 = 𝑵𝑵𝐺𝐺 + 𝑵𝑵′

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓1 × 𝒇𝒇1 + 𝒓𝒓2 × 𝒇𝒇2 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓1′ × 𝒇𝒇1 + 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓2′ × 𝒇𝒇2

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝒇𝒇1 + 𝒇𝒇2 + 𝒓𝒓1′ × 𝒇𝒇1 + 𝒓𝒓2′ × 𝒇𝒇2
𝑵𝑵𝐺𝐺 𝑵𝑵′

= 𝑵𝑵𝐺𝐺 + 𝑵𝑵′

（証明終）
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𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺 = 𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2

（証明終）

ここで = 𝒇𝒇1 + 𝒇𝒇21 + 𝒇𝒇2 + 𝒇𝒇12 = 𝒇𝒇1 + 𝒇𝒇2
∵ 𝒇𝒇21 = −𝒇𝒇12 （作用・反作用の法則）

よって
𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝒇𝒇1 + 𝒇𝒇2 = 𝑵𝑵𝐺𝐺

3
𝑑𝑑𝑳𝑳′
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵′

𝑑𝑑𝑳𝑳′
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑 𝑳𝑳 − 𝑳𝑳𝐺𝐺

𝑑𝑑𝑑𝑑
=
𝑑𝑑𝑳𝑳
𝑑𝑑𝑑𝑑

−
𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵−𝑵𝑵𝐺𝐺 = 𝑵𝑵𝑵

（証明終）

2
𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵𝐺𝐺

𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺 = 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 × 𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝐺𝐺 ×
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺

= 0

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺



［2］２体問題 ＃１１力学演習
2質点系の質点 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2について

𝑃𝑃1 ： 質量𝑚𝑚1 = 3𝑚𝑚0 , 𝑟𝑟1 = 5 cos 𝑡𝑡 , 5 sin 𝑡𝑡 , 10 − 2𝑡𝑡2
𝑃𝑃2 ： 質量𝑚𝑚2 = 5𝑚𝑚0 , 𝑟𝑟2 = −3 cos 𝑡𝑡 , −3 sin 𝑡𝑡 , 10 − 2𝑡𝑡2

であるとき、次の問に答えよ。

1 重心 𝐺𝐺 の位置を 𝒓𝒓𝐺𝐺 と 𝐺𝐺 に対する 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2 の相対位置 𝒓𝒓1′,𝒓𝒓2′を求めよ。

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2
𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

=
𝑚𝑚0

3𝑚𝑚0 + 5𝑚𝑚0
3

5 cos 𝑡𝑡
5 sin 𝑡𝑡

10 − 2𝑡𝑡2
+ 5

−3 cos 𝑡𝑡
−3 sin 𝑡𝑡
10 − 2𝑡𝑡2

=
1
8

0
0

80 − 16𝑡𝑡2
=

0
0

10 − 2𝑡𝑡2

𝒓𝒓1′ = 𝒓𝒓1 − 𝒓𝒓𝐺𝐺 =
5 cos 𝑡𝑡
5 sin 𝑡𝑡

10 − 2𝑡𝑡2
−

0
0

10 − 2𝑡𝑡2
=

5 cos 𝑡𝑡
5 sin 𝑡𝑡

0

𝒓𝒓2′ = 𝒓𝒓2 − 𝒓𝒓𝐺𝐺 =
−3 cos 𝑡𝑡
−3 sin 𝑡𝑡
10 − 2𝑡𝑡2

−
0
0

10 − 2𝑡𝑡2
=

−3 cos 𝑡𝑡
−3 sin 𝑡𝑡

0



2 𝑃𝑃1 と 𝑃𝑃2 と 𝐺𝐺の速度 𝒗𝒗1,𝒗𝒗2, 𝒗𝒗𝐺𝐺 を求め、𝐺𝐺に対する 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2の相対速度
𝒗𝒗1′,𝒗𝒗2′を求めよ。

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

5 cos 𝑡𝑡
5 sin 𝑡𝑡

10 − 2𝑡𝑡2
𝒗𝒗1 = 𝒓̇𝒓1

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

−3 cos 𝑡𝑡
−3 sin 𝑡𝑡

10 − 2𝑡𝑡2
𝒗𝒗2 = 𝒓̇𝒓2

=
−5 sin 𝑡𝑡
5 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

=
3 sin 𝑡𝑡
−3 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

𝒗𝒗𝐺𝐺 = 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

0
0

10 − 2𝑡𝑡2
=

0
0
−4𝑡𝑡

𝒗𝒗1′ = 𝒓̇𝒓′1 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

5 cos 𝑡𝑡
5 sin 𝑡𝑡

0
=

−5 sin 𝑡𝑡
5 cos 𝑡𝑡

0

𝒗𝒗2′ = 𝒓̇𝒓′2 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

−3 cos 𝑡𝑡
−3 sin 𝑡𝑡

0
=

3 sin 𝑡𝑡
−3 cos 𝑡𝑡

0



3 𝑃𝑃1 と 𝑃𝑃2 と 𝐺𝐺 の加速度 𝒂𝒂1,𝒂𝒂2, 𝒂𝒂𝐺𝐺 を求め、𝐺𝐺 に対する 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2
の相対的加速度 𝒂𝒂1′,𝒂𝒂2′を求めよ。また、 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2にはたらく外力の総和
𝒇𝒇を求めよ。

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

−5 sin 𝑡𝑡
5 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

𝒂𝒂1 = 𝒓̈𝒓1 = 𝒗̇𝒗1

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

3 sin 𝑡𝑡
−3 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

𝒂𝒂2 = 𝒓̈𝒓2 = 𝒗̇𝒗2

=
−5 cos 𝑡𝑡
−5 sin 𝑡𝑡
−4

=
3 cos 𝑡𝑡
3 sin 𝑡𝑡
−4

𝒂𝒂𝐺𝐺 = 𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = 𝒗̇𝒗𝐺𝐺 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

0
0
−4𝑡𝑡

=
0
0
−4

𝒂𝒂1′ = 𝒓̈𝒓1′ = 𝒗̇𝒗𝒗1 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

−5 sin 𝑡𝑡
5 cos 𝑡𝑡

0
=

−5 cos 𝑡𝑡
−5 sin 𝑡𝑡

0

𝒂𝒂2′ = 𝒓̈𝒓2′ = 𝒗̇𝒗𝒗2 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

3 sin 𝑡𝑡
−3 cos 𝑡𝑡

0
=

3 cos 𝑡𝑡
3 sin 𝑡𝑡

0

𝒇𝒇 = 𝑚𝑚0𝒓̈𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2

= 𝑚𝑚0 3
−5 cos 𝑡𝑡
−5 sin 𝑡𝑡
−4

+ 5
3 cos 𝑡𝑡
3 sin 𝑡𝑡
−4

= 𝑚𝑚0 3𝒓̈𝒓1 + 5𝒓̈𝒓2

= 𝑚𝑚0

0
0

−32

𝒇𝒇 = 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺

= 8𝑚𝑚0

0
0
−4

= 𝑚𝑚0

0
0

−32

= 3 + 5 𝑚𝑚0𝒓̈𝒓𝐺𝐺



4 ２質点系の全運動量 𝑷𝑷と重心の運動量𝑷𝑷𝐺𝐺の間に𝑷𝑷 = 𝑷𝑷𝐺𝐺
が成り立つことを確認せよ。

𝑷𝑷 = 𝑚𝑚1𝒗𝒗1 + 𝑚𝑚2𝒗𝒗2 = 𝑚𝑚1𝒓̇𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓̇𝒓2

= 𝑚𝑚0 3
−5 sin 𝑡𝑡
5 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

+ 5
3 sin 𝑡𝑡
−3 cos 𝑡𝑡
−4𝑡𝑡

= 𝑚𝑚0 3𝒓̇𝒓1 + 5𝒓̇𝒓2

= 𝑚𝑚0

0
0

−32𝑡𝑡

𝑷𝑷𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺
よって 𝑷𝑷 = 𝑷𝑷𝐺𝐺

= 8𝑚𝑚0

0
0
−4𝑡𝑡

= 𝑚𝑚0

0
0

−32𝑡𝑡
= 3 + 5 𝑚𝑚0𝒓̇𝒓𝐺𝐺

5 ２質点系の全運動エネルギー 𝐾𝐾 と重心の運動エネルギー𝐾𝐾𝐺𝐺、重心
𝐺𝐺に対する 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2の相対運動の運動エネルギー 𝐾𝐾′の間に 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾𝐺𝐺 +
𝐾𝐾𝐾が成り立つことを確認せよ。

𝒗𝒗12 = 𝒗𝒗1 2 = −5 sin 𝑡𝑡 2 + 5 cos 𝑡𝑡 2 + −4𝑡𝑡 2 = 25 + 16𝑡𝑡2

𝒗𝒗22 = 𝒗𝒗2 2 = 3 sin 𝑡𝑡 2 + −3 cos 𝑡𝑡 2 + −4𝑡𝑡 2 = 9 + 16𝑡𝑡2

𝒗𝒗𝐺𝐺2 = 𝒗𝒗𝐺𝐺 2= 0 2 + 0 2 + −4𝑡𝑡 2 = 16𝑡𝑡2



𝒗𝒗1′2 = 𝒗𝒗1′ 2= −5 cos 𝑡𝑡 2 + −5 sin 𝑡𝑡 2 + 0 2 = 25

𝒗𝒗2′2 = 𝒗𝒗2′ 2= 3 cos 𝑡𝑡 2 + 3 sin 𝑡𝑡 2 + 0 2 = 9

よって

𝐾𝐾 =
1
2𝑚𝑚1𝒗𝒗12 +

1
2𝑚𝑚2𝒗𝒗22 =

3
2𝑚𝑚0𝒗𝒗12 +

5
2𝑚𝑚0𝒗𝒗22

=
3
2𝑚𝑚0 25 + 16𝑡𝑡2 +

5
2𝑚𝑚0 9 + 16𝑡𝑡2 = 60𝑚𝑚0 + 64𝑚𝑚0𝑡𝑡2

𝐾𝐾𝐺𝐺 =
1
2𝑀𝑀𝒗𝒗𝐺𝐺

2 =
1
2 3 + 5 𝑚𝑚0𝒗𝒗𝐺𝐺2 = 4𝑚𝑚0 16𝑡𝑡2 = 64𝑚𝑚0𝑡𝑡2

𝐾𝐾𝐾 =
1
2
𝑚𝑚1𝒗𝒗1′2 +

1
2
𝑚𝑚2𝒗𝒗2′2 =

3
2𝑚𝑚0𝒗𝒗1′2 +

5
2𝑚𝑚0𝒗𝒗2′2

=
3
2𝑚𝑚0 25 +

5
2𝑚𝑚0 9 = 60𝑚𝑚0

よって 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾𝐺𝐺 + 𝐾𝐾𝐾



［3］多体問題（外力なし） ＃１１力学演習
𝑥𝑥𝑥𝑥平面上に重心 𝐺𝐺 、質量𝑀𝑀の剛体が
原点 𝑂𝑂を固定軸として、重力により微小
振動するものとする。
𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑙𝑙0、また、この軸の周りの慣性モーメ
ントを 𝐼𝐼 とし、鉛直軸からの振れ角を 𝜃𝜃 と
おく。次の問に答えよ。

1 力のモーメント 𝑁𝑁を求め、回転の運動
方程式をたてよ。

𝜃𝜃

I𝜃̈𝜃 = 𝑁𝑁回転の運動方程式は

= − 𝑙𝑙0 sin𝜃𝜃 𝑀𝑀𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓 =
𝑙𝑙0 cos𝜃𝜃
𝑙𝑙0 sin𝜃𝜃

0
,𝒇𝒇 =

𝑀𝑀𝑔𝑔
0
0

より

𝑵𝑵 =
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑙𝑙0 cos 𝜃𝜃 𝑙𝑙0 sin𝜃𝜃 0
𝑀𝑀𝑀𝑀 0 0

∴ 𝐼𝐼𝜃̈𝜃 = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0 sin𝜃𝜃



9

2 微小振動であるとして運動方程式を解き、 𝜃𝜃 および 𝜃̇𝜃 の式を求めよ。

3 この実体振り子の運動エネルギー 𝐾𝐾 、位置エネルギー 𝑈𝑈を求めよ。
ただし重心が鉛直軸と重なるときを位置エネルギーの基準にとること。

𝐼𝐼𝜃̈𝜃 = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0 sin𝜃𝜃 ≅ −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝜃𝜃微小振動であるとして

よって 𝜃̈𝜃 = −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝜃𝜃

これを解いて
𝜃𝜃 = 𝐴𝐴 cos

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

ただし、振幅を 𝐴𝐴 、
初期位相を 𝜃𝜃0 とした。

𝜔𝜔 = 𝜃̇𝜃 = −𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼

sin
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼

𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

𝐾𝐾 =
1
2 𝐼𝐼𝜔𝜔

2 =
1
2 𝐼𝐼 𝐴𝐴

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 sin

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

2
運動エネルギー 𝐾𝐾は



𝐾𝐾 =
1
2 𝐼𝐼𝐴𝐴

2 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 sin2

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0 =

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2 sin2
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

位置エネルギー 𝑈𝑈は
𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑔𝑔𝑙𝑙0 1 − cos 𝜃𝜃 ∵ 1 − cos 𝜃𝜃 ≅

1
2𝜃𝜃

2 𝜃𝜃 ≪ 1≅
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2 𝜃𝜃2

=
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2 cos2
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

4 力学的エネルギー 𝐾𝐾 + 𝑈𝑈が時間に依らない一定値であることを示せ。

𝐾𝐾 + 𝑈𝑈 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2
sin2

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼

𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2
cos2

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0
𝐼𝐼

𝑡𝑡 + 𝜃𝜃0

=
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑙𝑙0𝐴𝐴2

2 よって時間に依らない一定値である。
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