
力学 I

【今日の内容】
• 慣性モーメント
円板・円柱・球・直方体

• 質量中心を通らない軸まわりの
慣性モーメント

• （発展）歳差運動

（第１２回）剛体（２）

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の復習】
2

多体系の回転運動の運動方程式
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑳𝑳𝐺𝐺 + 𝑳𝑳′ = 𝑵𝑵𝐺𝐺 + 𝑵𝑵′

質量中心のまわりの個々の運動質量中心の運動

剛体

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
1
𝑀𝑀
�𝒓𝒓𝜌𝜌(𝒓𝒓)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑳𝑳 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓𝑑𝑑𝑑𝑑

大きさをもった決して形を変えない硬い理想的な物体

= 𝜔𝜔 × �
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼

𝐼𝐼 ≡�
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2慣性モーメント
(moment of inertia)

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧軸まわりの慣性モーメント



【本日のポイント】
3

剛体の 𝒛𝒛軸まわりの慣性モーメント 𝑰𝑰𝒛𝒛

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

1. 全質量𝑀𝑀 = 密度 𝜌𝜌 × 体積 𝑉𝑉
から密度と体積の関係を求める。

2. 線分要素（𝑑𝑑𝑑𝑑）、面積要素（𝑑𝑑𝑆𝑆） 、
体積要素（𝑑𝑑𝑉𝑉）を求める。

3. 回転軸からみた要素までの距離の2乗
𝜉𝜉2または 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 を求める。

4. 慣性モーメントの式（↑）に代入して
積分を実行する。

質量中心を通らない軸の慣性モーメント

慣性モーメントの求め方

𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑀𝑀ℎ2 + 𝐼𝐼𝐺𝐺





慣性モーメントを求める
5

𝑧𝑧

𝑂𝑂

剛体の 𝑧𝑧軸まわりの慣性モーメント 𝐼𝐼𝑧𝑧 を求めてみよう

𝒎𝒎𝑖𝑖

剛体を細分化した 𝑖𝑖番目の微小体積(質量𝑚𝑚𝑖𝑖 )を
考える

𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝜌𝜌 𝒓𝒓𝑖𝑖 𝛥𝛥𝑉𝑉𝑖𝑖 𝒓̇𝒓𝑖𝑖

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑟𝑟𝑖𝑖2𝜑̇𝜑 cos2 𝜑𝜑 + 𝑟𝑟𝑖𝑖2𝜑̇𝜑 sin2 𝜑𝜑

= �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒓̇𝒓𝑖𝑖

同様に円柱座標に
変換すると

𝑧𝑧軸まわりの
角運動量は 𝐿𝐿𝑧𝑧 = �

𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 𝜑̇𝜑

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑟𝑟𝑖𝑖 cos𝜑𝜑 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 sin𝜑𝜑

̇𝑥𝑥𝑖𝑖 = −𝑟𝑟𝑖𝑖𝜑̇𝜑 sin𝜑𝜑 ̇𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑟𝑟𝑖𝑖𝜑̇𝜑 cos𝜑𝜑

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2= 𝜔𝜔�
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2



慣性モーメント
6

𝑧𝑧軸まわりの慣性モーメント 𝐼𝐼𝑧𝑧

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥軸まわりの慣性モーメント 𝐼𝐼𝑥𝑥

𝐼𝐼𝑥𝑥 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 𝑧𝑧𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦軸まわりの慣性モーメント 𝐼𝐼𝑦𝑦

𝐼𝐼𝑦𝑦 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑧𝑧𝑖𝑖2 + 𝑥𝑥𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑧𝑧2 + 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑑𝑑

1. 全質量𝑀𝑀 = 密度 𝜌𝜌 × 体積 𝑉𝑉
から密度と体積の関係を求める。

2. 線分要素（𝑑𝑑𝑑𝑑）、面積要素（𝑑𝑑𝑆𝑆） 、体積要素（𝑑𝑑𝑉𝑉）を求める。
3. 回転軸からみた要素までの距離の2乗 𝜉𝜉2 または 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 を求める。
4. 慣性モーメントの式（↑）に代入して積分を実行する。

慣性モーメントの求め方







慣性モーメントの例：円板
9

𝑧𝑧質量𝑀𝑀で半径 𝑎𝑎の薄い円板の
中心を通る 𝑧𝑧軸のまわりの慣性モーメント

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �𝜎𝜎𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜎𝜎�
0

𝑎𝑎
𝜉𝜉3𝑑𝑑𝜉𝜉 �

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜎𝜎
1
4
𝜉𝜉4

0

𝑎𝑎
𝜑𝜑 0

2𝜋𝜋 =
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑎𝑎4 =

1
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2

面密度： 𝜎𝜎 =
𝑀𝑀
𝜋𝜋𝑎𝑎2

= �
𝑆𝑆
𝜎𝜎𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝜉𝜉 𝜉𝜉𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑑𝑑𝜉𝜉 𝜉𝜉𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜑𝜑

= �
0

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝜉𝜉 �

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜎𝜎𝜉𝜉3

𝐼𝐼𝑧𝑧 =
1
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2

𝑧𝑧 𝜉𝜉
𝜑𝜑

回転軸方向
から見ると



慣性モーメントの例：円柱
10

𝑧𝑧質量𝑀𝑀で半径 𝑎𝑎高さ 𝑙𝑙の円柱の
中心を通る 𝑧𝑧軸のまわりの慣性モーメント

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �𝜌𝜌𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑉𝑉

= 𝜌𝜌�
0

𝑎𝑎
𝜉𝜉3𝑑𝑑𝜉𝜉 �

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑑𝑑�

−𝑙𝑙2

𝑙𝑙
2
𝑑𝑑𝑑𝑑

密度：𝜌𝜌 =
𝑀𝑀
𝜋𝜋𝑎𝑎2𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝜉𝜉 𝜉𝜉𝑑𝑑𝜑𝜑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜑𝜑𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
0

𝑎𝑎
�
0

2𝜋𝜋
�
−𝑙𝑙2

𝑙𝑙
2
𝜌𝜌𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝜉𝜉 𝜉𝜉𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜌𝜌
𝜉𝜉4

4 0

𝑎𝑎

𝜑𝜑 0
2𝜋𝜋 𝑧𝑧

−𝑙𝑙2

𝑙𝑙
2 =

𝜌𝜌𝑎𝑎4

4
× 2𝜋𝜋 × 𝑙𝑙

=
𝑀𝑀
𝜋𝜋𝑎𝑎2𝑙𝑙

𝜋𝜋𝑎𝑎4𝑙𝑙
2

=
1
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2 𝐼𝐼𝑧𝑧 =

1
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2

𝑧𝑧 𝜉𝜉
𝜑𝜑

回転軸方向
から見ると







慣性モーメントの例：球
13

𝑧𝑧
質量𝑀𝑀で半径 𝑎𝑎の球の
中心を通る 𝑧𝑧軸のまわりの慣性モーメント

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �𝜌𝜌𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑉𝑉

= 𝜌𝜌�
0

𝑎𝑎
𝑟𝑟4 𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑�

0

𝜋𝜋
sin3 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

密度：𝜌𝜌 =
𝑀𝑀

4
3𝜋𝜋𝑎𝑎

3
=

3𝑀𝑀
4𝜋𝜋𝑎𝑎3

𝑑𝑑𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜑𝜑
= 𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑

= �
0

𝑎𝑎
�
0

2𝜋𝜋
�
0

𝜋𝜋
𝜌𝜌 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃 2 𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜉𝜉 = 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃�
0

𝜋𝜋
sin3 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃 = �

0

𝜋𝜋
1 − cos2 𝜃𝜃 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃 𝑑𝑑 cos𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜃𝜃 = − sin𝜃𝜃

𝑑𝑑 cos𝜃𝜃 = − sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

= −�
+1

−1
1 − cos2 𝜃𝜃 𝑑𝑑 cos𝜃𝜃 = − cos𝜃𝜃 −

cos𝜃𝜃 3

3 1

−1

= 2 −
2
3 =

4
3



慣性モーメントの例：球
14

𝑧𝑧
質量𝑀𝑀で半径 𝑎𝑎の球の
中心を通る 𝑧𝑧軸のまわりの慣性モーメント

𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝜌𝜌�
0

𝑎𝑎
𝑟𝑟4 𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑�

0

𝜋𝜋
sin3 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

密度：𝜌𝜌 =
𝑀𝑀

4
3𝜋𝜋𝑎𝑎

3
=

3𝑀𝑀
4𝜋𝜋𝑎𝑎3

𝑑𝑑𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜑𝜑
= 𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜉𝜉 = 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃

=
4
3

= 𝜌𝜌
𝑟𝑟5

5 0

𝑎𝑎

𝜑𝜑 0
2𝜋𝜋 ×

4
3

= 𝜌𝜌 ×
𝑎𝑎5

5
× 2𝜋𝜋 ×

4
3

=
2
5
𝑀𝑀𝑎𝑎2=

3𝑀𝑀
4𝜋𝜋𝑎𝑎3

×
𝑎𝑎5

5
× 2𝜋𝜋 ×

4
3



慣性モーメントの例：直方体
15

3辺が𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐、質量𝑀𝑀の直方体の
中心を通る 𝑧𝑧軸のまわりの慣性モーメント

密度： 𝜌𝜌 =
𝑀𝑀
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
−𝑎𝑎2

𝑎𝑎
2
�
−𝑏𝑏2

𝑏𝑏
2
�
−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
2

(𝑥𝑥2+𝑦𝑦2)𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

= 𝜌𝜌
1
3
𝑥𝑥3

−𝑎𝑎2

𝑎𝑎
2

× 𝑦𝑦
−𝑏𝑏2

𝑏𝑏
2 × 𝑧𝑧

−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
2 + 𝜌𝜌 𝑥𝑥

−𝑎𝑎2

𝑎𝑎
2 ×

1
3
𝑦𝑦3

−𝑏𝑏2

𝑏𝑏
2

× 𝑧𝑧
−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
2

= 𝜌𝜌�
−𝑎𝑎2

𝑎𝑎
2
𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑�

−𝑏𝑏2

𝑏𝑏
2
𝑑𝑑𝑑𝑑�

−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜌𝜌�

−𝑎𝑎2

𝑎𝑎
2
𝑑𝑑𝑑𝑑�

−𝑏𝑏2

𝑏𝑏
2
𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑�

−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
2
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌
12

𝑎𝑎3 +
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌
12

𝑏𝑏3 =
𝑀𝑀
12

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)





固定軸をもつ剛体の慣性モーメント
17

𝑧𝑧

𝒓𝒓𝐺𝐺

𝒓𝒓𝒓

質量中心を通らない軸の慣性モーメント

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥𝐺𝐺 + 𝑥𝑥′ 2 + 𝑦𝑦𝐺𝐺 + 𝑦𝑦′ 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝜌𝜌 𝒓𝒓 (𝑥𝑥𝐺𝐺2 + 2𝑥𝑥𝐺𝐺𝑥𝑥′ + 𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦𝐺𝐺2 + 2𝑦𝑦𝐺𝐺𝑦𝑦′ + 𝑦𝑦′2)𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝐺𝐺2 + 𝑦𝑦𝐺𝐺2 �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 + �(𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦′2)𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑

+2𝑥𝑥𝐺𝐺 �𝑥𝑥𝑥𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2𝑦𝑦𝐺𝐺 �𝑦𝑦′𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑

回転軸からの距離の2乗 = 𝒓𝒓 2
𝐼𝐼𝐺𝐺𝐼𝐼

𝑧𝑧’

質量中心からの距離に対して

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0�𝒓𝒓′𝜌𝜌(𝒓𝒓)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 より 0

𝒓𝒓𝒓𝒓 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓′
𝒓𝒓 =

𝑥𝑥
𝑦𝑦
0

𝒓𝒓𝒓 =
𝑥𝑥′
𝑦𝑦𝑦
0



𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑥𝑥𝐺𝐺2 + 𝑦𝑦𝐺𝐺2 �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 + �(𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦′2)𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑

固定軸をもつ剛体の慣性モーメント
18

質量中心を通らない軸の慣性モーメント

質量中心軸まわりの
慣性モーメント

≡ ℎ2 𝑀𝑀

𝑧𝑧
𝐼𝐼𝐺𝐺𝐼𝐼

𝑧𝑧’

𝐼𝐼𝐺𝐺

𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑀𝑀ℎ2 + 𝐼𝐼𝐺𝐺

𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝐼𝐼𝑧𝑧ωより 𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑀𝑀ℎ2 + 𝐼𝐼𝐺𝐺 𝜔𝜔

（ℎ = 0 とすれば質量中心周りとなる）

̇𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑁𝑁



=
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑎𝑎 cos𝜑𝜑 𝑎𝑎 sin𝜑𝜑 0
𝑀𝑀𝑀𝑀 0 0

例題：質量中心を通らない軸まわりの慣性モーメント
19

質量𝑀𝑀半径 𝑎𝑎の厚さも密度も一様な円板の１つの
端点を回転軸とする実体振り子がある。
この実体振り子が微小振動するときの角振動数 𝜔𝜔0
と周期 𝑇𝑇を求めよ。 𝜑𝜑
𝑧𝑧軸まわりの回転の運動方程式は 𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̈𝜑 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
𝑎𝑎 cos𝜑𝜑
𝑎𝑎 sin𝜑𝜑

0
𝒇𝒇𝐺𝐺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀
0
0

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝒇𝒇𝐺𝐺 = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑎𝑎 sin𝜑𝜑 𝒆𝒆𝑧𝑧 ≅ −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑎𝑎𝜑𝜑𝒆𝒆𝑧𝑧

慣性モーメントは より𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑀𝑀ℎ2 + 𝐼𝐼𝐺𝐺 𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑀𝑀𝑎𝑎2 +
1
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2 =

3
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2

よって

3
2
𝑀𝑀𝑎𝑎2𝜑̈𝜑 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑎𝑎𝜑𝜑

𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̈𝜑 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝜑̈𝜑 = −
2𝑔𝑔
3𝑎𝑎 𝜑𝜑

∴ 𝜔𝜔0 =
2𝑔𝑔
3𝑎𝑎

𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋
3𝑎𝑎
2𝑔𝑔





𝑧𝑧

𝑥𝑥

剛体のエネルギー保存則
21

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑦𝑦

剛体を細分 𝑖𝑖番目の微小体積(質量𝑚𝑚𝑖𝑖 )の速さ 𝑣𝑣𝑖𝑖 は

𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖

1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒗𝒗𝑖𝑖2

=
1
2�

𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒗𝒗𝐺𝐺 2 + 2𝒗𝒗𝐺𝐺 � 𝒓𝒓𝑖𝑖′𝜔𝜔 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′ 2𝜔𝜔2

よって、剛体全体の運動エネルギー 𝐾𝐾は

𝒗𝒗𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝑖𝑖𝜑̇𝜑 = 𝒓𝒓𝑖𝑖𝜔𝜔

剛体の運動エネルギーを求める

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′ 𝜔𝜔 = 𝒗𝒗𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′𝜔𝜔
𝒗𝒗𝑖𝑖2 = 𝒗𝒗𝑖𝑖 2 = 𝒗𝒗𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′𝜔𝜔 2

= 𝒗𝒗𝐺𝐺 2 + 2𝒗𝒗𝐺𝐺 � 𝒓𝒓𝑖𝑖′𝜔𝜔 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′ 2𝜔𝜔2

=
1
2�

𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒗𝒗𝐺𝐺 2 + 𝜔𝜔𝒗𝒗𝐺𝐺 ��
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ +
1
2𝜔𝜔

2�
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒓𝒓𝑖𝑖′ 2

= 0 = 𝐼𝐼



𝑧𝑧

𝑥𝑥

剛体のエネルギー保存則
22

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑦𝑦

𝐸𝐸 = 𝐾𝐾 + 𝑈𝑈

= 𝐾𝐾𝐺𝐺 + 𝐾𝐾′ + 𝑈𝑈

=
1
2
𝑀𝑀𝒗𝒗𝐺𝐺2 +

1
2
𝐼𝐼𝜔𝜔2 + 𝑈𝑈

𝐾𝐾 =
1
2
𝑀𝑀𝒗𝒗𝐺𝐺2 +

1
2
𝐼𝐼𝜔𝜔2

重心の
運動エネルギー

𝐺𝐺を通る軸の周りの
回転による運動エネルギー

位置エネルギー 𝑈𝑈を加えた
全力学的エネルギーは

= 𝐾𝐾𝐺𝐺 + 𝐾𝐾′







例題：斜面を転がる球
25

𝑁𝑁

重心
𝐺𝐺 𝜔𝜔

水平面と 𝜃𝜃の角をなす斜面上を、
質量𝑀𝑀半径 𝑎𝑎の一様な球が転がっている。
球は滑ることなく回転するものとする。

このとき、球にはたらく摩擦力は
動摩擦力ではなく静止摩擦力で
あることに注意

重心の運動

𝑀𝑀𝑔𝑔

𝑥𝑥軸方向の重心の運動方程式は

𝑀𝑀𝑥̈𝑥 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜃𝜃 − 𝑓𝑓

𝜃𝜃

𝜃𝜃

𝑀𝑀𝑣̇𝑣 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜃𝜃 − 𝑓𝑓

摩擦力

𝑀𝑀
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜃𝜃 − 𝑓𝑓

𝜃𝜃



例題：斜面を転がる球
26

回転の運動

球に回転を及ぼす力のモーメントは
斜面からの摩擦力である。
（重力の 𝑥𝑥軸方向の成分は回転中心に
はたらいているため回転には寄与しない）

重心
𝐺𝐺 𝜔𝜔

𝜃𝜃

摩擦力

回転の運動方程式の 𝑧𝑧成分は、
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

−𝐼𝐼
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜔𝜔 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝐼𝐼
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣
𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎

球の慣性モーメントは 𝐼𝐼 =
2
5
𝑀𝑀𝑎𝑎2

であるから

𝒓𝒓 =
0
−𝑎𝑎
0

𝒇𝒇 =
−𝑓𝑓
0
0

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓 × 𝒇𝒇 =
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
0 −𝑎𝑎 0
−𝑓𝑓 0 0

= −𝑎𝑎𝑎𝑎𝒆𝒆𝑧𝑧
𝑣𝑣 = 𝑎𝑎𝜔𝜔より

𝐼𝐼
𝑎𝑎2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓

2
5
𝑀𝑀
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓



例題：斜面を転がる球
27

重心
𝐺𝐺 𝜔𝜔

𝜃𝜃

𝑓𝑓を重心の運動方程式に代入すると

𝑀𝑀
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 sin 𝜃𝜃 −

2
5𝑀𝑀

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

5
7𝑔𝑔 sin𝜃𝜃

摩擦力の大きさ 𝑓𝑓

𝑓𝑓 =
2
5
𝑀𝑀

5
7
𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 =

2
7
𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜃𝜃

𝜇𝜇 =
2
7 tan 𝜃𝜃

静止摩擦係数を 𝜇𝜇 とすると、摩擦力 𝑓𝑓は 𝑓𝑓 = 𝜇𝜇𝑀𝑀𝑀𝑀 cos 𝜃𝜃であるから

𝑓𝑓 = 𝜇𝜇𝑀𝑀𝑀𝑀 cos 𝜃𝜃 =
2
7
𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜃𝜃





例題：斜面を転がる球
29

重心
𝐺𝐺 𝜔𝜔

𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

5
7𝑔𝑔 sin𝜃𝜃

時刻 𝑡𝑡 = 0で 𝑣𝑣 = 𝜔𝜔 = 0の状態から落ちたとき

𝑣𝑣 =
5
7𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡 （ 𝑡𝑡 = 0で 𝑣𝑣 = 0 )

また、𝑣𝑣 = 𝑎𝑎𝜔𝜔より 𝜔𝜔 =
5

7𝑎𝑎
𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡

1
2
𝑀𝑀𝑣𝑣2 +

1
2
𝐼𝐼𝜔𝜔2 =

1
2𝑀𝑀

5
7𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡

2

+
1
2 �

2
5𝑀𝑀𝑎𝑎

2 5
7𝑎𝑎 𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡

2

𝑥𝑥 =
5

14𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡2

積分

積分
（ 𝑡𝑡 = 0で 𝑥𝑥 = 0 )

このとき、運動エネルギーは

=
5

14𝑀𝑀𝑔𝑔
2 sin2 𝜃𝜃 𝑡𝑡2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀

5
14𝑔𝑔 sin𝜃𝜃 � 𝑡𝑡2 sin𝜃𝜃

＝𝑥𝑥= 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑥𝑥 sin𝜃𝜃



例題：斜面を転がる球
30

エネルギー保存則をもちいると
1
2𝑀𝑀 � 02 +

1
2 𝐼𝐼 � 02 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =

1
2𝑀𝑀 � 𝑣𝑣ℎ2 +

1
2 𝐼𝐼 �

𝑣𝑣ℎ
𝑎𝑎

2
+ 𝑀𝑀𝑀𝑀 � 0

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =
1
2𝑀𝑀𝑣𝑣ℎ

2 +
1
5𝑀𝑀𝑣𝑣ℎ

2 =
7

10𝑀𝑀 � 𝑣𝑣ℎ2 ∴ 𝑣𝑣ℎ =
10
7 𝑔𝑔𝑔

1
2𝑀𝑀𝑣𝑣

2 +
1
2 𝐼𝐼𝜔𝜔

2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑥𝑥 sin𝜃𝜃 重心
𝐺𝐺 𝜔𝜔

𝜃𝜃

＝ℎ

ℎ

転がり落ちた高さ
1
2𝑀𝑀𝑣𝑣

2 +
1
2 𝐼𝐼𝜔𝜔

2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

摩擦力がはたらいているにも関わらず
エネルギー保存則が成り立つ
＝ 摩擦力自体は仕事をしていない

落ちた高さ ℎの時の速度 𝑣𝑣ℎ



【本日のポイント】
31

剛体の 𝒛𝒛軸まわりの慣性モーメント 𝑰𝑰𝒛𝒛

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

1. 全質量𝑀𝑀 = 密度 𝜌𝜌 × 体積 𝑉𝑉
から密度と体積の関係を求める。

2. 線分要素（𝑑𝑑𝑑𝑑）、面積要素（𝑑𝑑𝑆𝑆） 、
体積要素（𝑑𝑑𝑉𝑉）を求める。

3. 回転軸からみた要素までの距離の2乗
𝜉𝜉2または 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 を求める。

4. 慣性モーメントの式（↑）に代入して
積分を実行する。

質量中心を通らない軸の慣性モーメント

慣性モーメントの求め方

𝐼𝐼𝑧𝑧 = 𝑀𝑀ℎ2 + 𝐼𝐼𝐺𝐺
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