
力学 I

【今日の内容】
• 多体系の角運動量
• 剛体
• 固定軸をもつ剛体の運動
• 物理振り子

（第１１回） 剛体（１）

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の復習】
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２体問題 重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12

𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭1 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭2
±

𝜇𝜇𝒓̈𝒓 = 𝑭𝑭12
外力がない
または一様な力が
はたらく場合

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0

𝐾𝐾 =
1
2
𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺2 + �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2

𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′
多体問題

𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = 𝑭𝑭1 + 𝑭𝑭2
質量中心の運動方程式

𝒓̈𝒓 =
1
𝜇𝜇
𝑭𝑭12 +

𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

相対運動の運動方程式

𝑑𝑑𝑷𝑷
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖

質量中心に対する
運動方程式
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

𝒓𝒓𝑖𝑖 × を左から作用させると

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

質点𝑖𝑖の
角運動量

質点𝑖𝑖に対する
外力の

モーメント
相互作用の
モーメント

系全体の和をとる

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
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�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 = �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑗𝑗 × 𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

引数を
入れ替え

= �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑗𝑗 × −𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

作用・反作用
の法則

= �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

−𝒓𝒓𝑗𝑗 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

右辺第二項 =

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1
2�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 +
1
2�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

−𝒓𝒓𝑗𝑗 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 のとき A = 1
2
𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

和を取る順番を入れ替え

=
1
2�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 +
1
2�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

−𝒓𝒓𝑗𝑗 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

=
1
2�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗 ∥ 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 より
= 0

𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑂𝑂
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�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

= 0質点系の全角運動量を

𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑𝒑𝑖𝑖

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑳𝑳 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑𝒑𝑖𝑖

微分

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

̇𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑𝒑𝑖𝑖 + 𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑̇𝒑𝑖𝑖

とする

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑̇𝒑𝑖𝑖

̇𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝒑𝒑𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖 ̇𝒓𝒓𝑖𝑖 × ̇𝒓𝒓𝑖𝑖 = 0

𝑵𝑵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑳𝑳
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖

質点系の角運動量の
時間変化は
外力のモーメントに等しい

: 外力のモーメント
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𝒓𝒓𝑖𝑖

𝒓𝒓𝑖𝑖′
𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺全角運動量

重心まわりの回転と重心運動の分離

𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′) × 𝑚𝑚𝑖𝑖(𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + 𝒓̇𝒓𝑖𝑖′)

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + 𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′

𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝒑𝒑𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑑𝑑𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝑑𝑑𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑑𝑑𝑑𝑑



多体系（回転運動）
11

𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 = 0

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ = 0

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝒓̇𝒓𝐺𝐺�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑷𝑷 = 𝑳𝑳𝐺𝐺

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖(𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′) = 𝒓𝒓𝐺𝐺�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′

= 𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ ∴ �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′
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+�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺𝑳𝑳 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′

𝑳𝑳 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑷𝑷 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ = 𝑳𝑳𝐺𝐺 + 𝑳𝑳′

質量中心のまわりを
運動する個々の角運動量の和
質量中心のまわりの
角運動量

質量中心の
運動による

(原点まわりの)
角運動量

𝑳𝑳′ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝒓̇𝒓𝐺𝐺
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𝑵𝑵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑭𝑭𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′) × 𝑭𝑭𝑖𝑖

= 𝒓𝒓𝐺𝐺 × �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 𝑵𝑵′ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑭𝑭𝑖𝑖

質量中心のまわりの
個々の外力のモーメント

原点まわりの
質量中心にはたらく
全外力のモーメント
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𝑑𝑑𝑳𝑳
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑳𝑳𝐺𝐺 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × 𝑷𝑷
+

𝑳𝑳′ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′
=

𝑵𝑵𝐺𝐺 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 × �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖

+

𝑵𝑵′ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖′ × 𝑭𝑭𝑖𝑖
⟺

質点系の角運動量は
原点まわりの回転と重心まわりの回転に分離可能





剛体
17

剛体(rigid body)
大きさをもった決して形を変えない
硬い理想的な物体

自由度（degree of freedom）

𝑛𝑛個の質点：自由度：3𝑛𝑛

質点： 自由度：3

剛体： 自由度：６並進自由度：3
回転自由度： 3

質量中心の運動方程式 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝑭𝑭𝑖𝑖
角運動量の運動方程式

𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑳𝑳′
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵′

原点に対する
質量中心の回転

質量中心に対する
各質点の回転

𝑂𝑂

𝑧𝑧

𝑥𝑥

𝑦𝑦
剛体：
並進自由度：3
回転自由度： 3
自由度：６



固定軸をもつ剛体の運動
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剛体中の回転軸から距離𝑟𝑟𝑗𝑗の
微小領域の回転速度 𝜔𝜔 =

𝑑𝑑𝜑𝜑𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

角運動量の大きさ

Δ𝐿𝐿𝑖𝑖 = 𝑟𝑟𝑖𝑖 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑟𝑟𝑖𝑖 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖𝜔𝜔

回転する剛体の全角運動量

𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝜔𝜔 × �
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2

𝐼𝐼 ≡�
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2

慣性モーメント
(moment of inertia)

𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝐼𝐼𝜔𝜔

角運動量の運動方程式は

𝑑𝑑𝐿𝐿𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑁𝑁𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐼𝐼
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑁𝑁 𝐼𝐼
𝑑𝑑2𝜑𝜑
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 𝑁𝑁⟺ ⟺ ⟺

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

𝑧𝑧

剛体中の回転軸からの
距離𝑟𝑟𝑖𝑖質量𝑚𝑚𝑖𝑖



固定軸をもつ剛体の運動
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𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

質点系  連続体 剛体中の回転軸からの
距離𝑟𝑟𝑖𝑖質量𝑚𝑚𝑖𝑖体積Δ𝑉𝑉𝑖𝑖連続体を𝑛𝑛個の非常に小さい体積に分割

Δ𝑉𝑉𝑖𝑖 = Δ𝑥𝑥𝑖𝑖Δ𝑦𝑦𝑖𝑖Δ𝑧𝑧𝑖𝑖の質量Δ𝑀𝑀𝑖𝑖をとすると
全体の質量は

𝑀𝑀 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖

分割を無限にすると

𝑀𝑀 = lim
𝑛𝑛→∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑚𝑚𝑖𝑖

Δ𝑉𝑉𝑖𝑖
Δ𝑉𝑉𝑖𝑖

𝑉𝑉 = lim
𝑛𝑛→∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

Δ𝑉𝑉𝑖𝑖 = �𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

密度𝜌𝜌(𝒓𝒓𝑖𝑖) ：場所𝒓𝒓𝑖𝑖の密度

𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑦𝑦





固定軸をもつ剛体の運動
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𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

質点系  連続体 剛体中の回転軸からの
距離𝑟𝑟𝑖𝑖質量𝑚𝑚𝑖𝑖体積Δ𝑉𝑉𝑖𝑖

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖

𝑀𝑀

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
lim
𝑛𝑛→∞

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖
𝑀𝑀

質量中心

𝑳𝑳𝐺𝐺 = lim
𝑛𝑛→∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖

原点まわりの角運動量

=
lim
𝑛𝑛→∞

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝒓𝒓𝑖𝑖 𝜌𝜌(𝒓𝒓𝑖𝑖)Δ𝑉𝑉𝑖𝑖
𝑀𝑀

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
1
𝑀𝑀
�𝒓𝒓𝜌𝜌(𝒓𝒓)𝑑𝑑𝑑𝑑

= lim
𝑛𝑛→∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒓𝒓𝑖𝑖 × 𝜌𝜌 𝒓𝒓𝑖𝑖 𝛥𝛥𝑉𝑉𝑖𝑖 𝒓̇𝒓𝑖𝑖

𝑳𝑳𝐺𝐺 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓𝑑𝑑𝑑𝑑





𝑑𝑑𝑳𝑳𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑵𝑵𝐺𝐺




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𝑧𝑧

𝑥𝑥

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑦𝑦

固定回転軸を𝑧𝑧軸
角運動量の運動方程式の𝑧𝑧成分

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓 𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓 𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

= �𝜌𝜌 𝒓𝒓 (𝑥𝑥𝑦̇𝑦 − 𝑦𝑦𝑥̇𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥 = 𝜉𝜉 cos𝜑𝜑 𝑦𝑦 = 𝜉𝜉 sin𝜑𝜑
𝑥̇𝑥 = ̇𝜉𝜉 cos𝜑𝜑 − 𝜉𝜉𝜑̇𝜑 sin𝜑𝜑 𝑦̇𝑦 = ̇𝜉𝜉 sin𝜑𝜑 + 𝜉𝜉𝜑̇𝜑 cos𝜑𝜑

̇𝜉𝜉 = 0
𝑥̇𝑥 = −𝜉𝜉𝜑̇𝜑 sin𝜑𝜑 𝑦̇𝑦 = 𝜉𝜉𝜑̇𝜑 cos𝜑𝜑

円柱座標への書き換え

𝜉𝜉
グザイ（クシー）
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𝑧𝑧

𝑥𝑥

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑦𝑦

固定回転軸を𝑧𝑧軸
角運動量の運動方程式の𝑧𝑧成分

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 (𝑥𝑥𝑦̇𝑦 − 𝑦𝑦𝑥̇𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝜉𝜉2𝜑̇𝜑 cos2 𝜑𝜑 + 𝜉𝜉2𝜑̇𝜑 sin2 𝜑𝜑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝜉𝜉2𝜑̇𝜑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜑̇𝜑

剛体の形状特有の物理量
（時間に依らない）

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧軸まわりの慣性モーメント
その軸周りの回りやすさ

次元：kg � m2

慣性モーメント（定数）をおくことで
回転の運動方程式が解ける。

= 𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̇𝜑

𝜉𝜉は回転軸方向から見た回転半径

= 𝐼𝐼𝑧𝑧𝜔𝜔





例題：実体振り子（物体振り子）
25

水平な固定軸の周りに自由に回転でき、重
力を受けて運動する剛体

実体（物理）振り子（Physical pendulum）

固定軸(𝑧𝑧軸)まわりのモーメント𝑵𝑵を求める
① 微小体積 𝑑𝑑𝑑𝑑 にはたらくモーメント 𝒏𝒏

𝒓𝒓 =
𝑥𝑥
𝑦𝑦
0

𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒈𝒈

𝒏𝒏 𝒓𝒓 = 𝒓𝒓 × 𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒈𝒈

𝒈𝒈 =
𝑔𝑔
0
0

= 𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒓𝒓 × 𝒈𝒈

= 𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
𝑥𝑥 𝑦𝑦 0
𝑔𝑔 0 0

= 𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑑𝑑𝑑𝑑 −𝑦𝑦𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
② 積分して全体積にはたらくモーメント𝑵𝑵を求める

𝑵𝑵 = �
𝑉𝑉
𝒏𝒏𝑑𝑑𝑽𝑽 = �

𝑉𝑉
𝜌𝜌 𝒓𝒓 −𝑦𝑦𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧 �
𝑉𝑉
𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑



例題：実体振り子（物体振り子）
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水平な固定軸の周りに自由に回転でき、重
力を受けて運動する剛体

実体（物理）振り子（Physical pendulum）

𝑵𝑵 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧 �
𝑉𝑉
𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜑𝜑

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
1
𝑀𝑀
�𝒓𝒓𝜌𝜌(𝒓𝒓)𝑑𝑑𝑑𝑑 であるから、

この部分は、（全質量）×（ 𝒓𝒓𝐺𝐺の𝑦𝑦成分）= 𝑀𝑀 𝒓𝒓𝐺𝐺 𝑦𝑦

= −𝑔𝑔𝑔𝑔 𝒓𝒓𝐺𝐺 𝑦𝑦𝒆𝒆𝑧𝑧 = −𝑔𝑔𝑔𝑔 ℎ sin𝜑𝜑 𝒆𝒆𝑧𝑧

回転の運動方程式を求める

より

𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̈𝜑 = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 sin𝜑𝜑

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̇𝜑 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝐼𝐼𝑧𝑧𝜑̈𝜑 = − 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝜑𝜑

𝜑𝜑 ≪ 1 のとき



例題：実体振り子（物体振り子）
27

水平な固定軸の周りに自由に回転でき、重
力を受けて運動する剛体

実体（物理）振り子（Physical pendulum）

𝜑𝜑
角速度 𝜔𝜔𝑟𝑟 と周期 𝑇𝑇𝑟𝑟 を求める

𝜑̈𝜑 = −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐼𝐼𝑧𝑧

𝜑𝜑

∴ 𝜔𝜔𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐼𝐼𝑧𝑧

𝜑𝜑 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴 cos(
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐼𝐼𝑧𝑧

𝑡𝑡 + 𝛿𝛿)

𝜔𝜔 =
𝑔𝑔
𝑙𝑙

∴ 𝑇𝑇𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋
𝐼𝐼𝑧𝑧

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

単振り子の角振動数

𝑙𝑙𝑟𝑟 =
𝐼𝐼𝑧𝑧
𝑀𝑀𝑀

単振り子の長さ 𝑙𝑙 に相当する長さ

：相当単振り子の長さ





𝑧𝑧

𝑥𝑥

固定軸まわりの剛体の運動エネルギー
29

𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑂𝑂

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
𝑦𝑦

剛体を細分化した 𝑖𝑖番目の微小体積(質量𝑚𝑚𝑖𝑖 )の
速さ 𝑣𝑣𝑖𝑖 は

𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖

1
2𝑚𝑚𝑖𝑖𝒗𝒗𝑖𝑖2

= �
𝑖𝑖

1
2𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒓𝒓𝑖𝑖𝜔𝜔 2

よって、剛体全体の運動エネルギー 𝐾𝐾は

𝐾𝐾 =
1
2
𝐼𝐼𝜔𝜔2

𝒗𝒗𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝑖𝑖𝜑̇𝜑 = 𝒓𝒓𝑖𝑖𝜔𝜔

=
1
2𝜔𝜔

2�
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖2 =
1
2 𝐼𝐼𝜔𝜔

2

剛体の運動エネルギーを求める





【本日のポイント】
31

多体系の回転運動の運動方程式
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑳𝑳𝐺𝐺 + 𝑳𝑳′ = 𝑵𝑵𝐺𝐺 + 𝑵𝑵′

質量中心のまわりの個々の運動質量中心の運動

剛体

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
1
𝑀𝑀
�𝒓𝒓𝜌𝜌(𝒓𝒓)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑳𝑳 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓𝑑𝑑𝑑𝑑

大きさをもった決して形を変えない硬い理想的な物体

𝐼𝐼𝑧𝑧 = �
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 = �𝜌𝜌 𝒓𝒓 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜔𝜔 �
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼

𝐼𝐼 ≡�
𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖2慣性モーメント
(moment of inertia)

𝑧𝑧軸まわりの慣性モーメント
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