
力学 I

【今日の内容】
• 二体問題
• 多体問題

（第１０回）相対運動

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の復習】
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𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑃𝑃 𝑟𝑟,𝜑𝜑
𝜑𝜑
𝑟𝑟

𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑚𝑚

ベクトル積（外積） 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 𝑩𝑩 sin𝜃𝜃

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 =
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑧𝑧
𝐵𝐵𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧

角運動量と力のモーメント

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑳𝑳 = 𝑵𝑵

𝑳𝑳 =
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑦𝑦
𝐿𝐿𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥

𝑵𝑵 =
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑁𝑁𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑦𝑦
𝑥𝑥𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑥𝑥
𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

𝑳𝑳 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝒑𝒑

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝑭𝑭

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑝𝑝

𝒓𝒓0

𝒓𝒓

𝑧𝑧



𝑂𝑂 𝑀𝑀 𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑚𝑚

質点系の力学
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地球の公転運動
太陽を固定した地球ひとつの運動

地球と太陽の相互運動

さらに対象が増加すると1つ1つの星を質点と仮定して考察する必要がある

両者間の相互作用による運動





２体問題
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重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12

𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

２つの質点の運動方程式

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭1 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭2

作用反作用の法則より 𝑭𝑭12 = −𝑭𝑭21

全質量 としたとき、𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = 𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2
となる質量中心の位置ベクトル𝒓𝒓𝐺𝐺を導入

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2

𝑀𝑀

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = 𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2

𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = 𝑭𝑭1 + 𝑭𝑭2

質量中心の運動方程式
右辺は外力の和

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭1 + 𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭2

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭1 + 𝑭𝑭2

２体の問題を１体問題に帰着させるか？

𝑀𝑀 ̈𝒓𝒓𝐺𝐺 = 𝑚𝑚1 ̈𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2 ̈𝒓𝒓2

+



２体問題
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２つの質点の運動方程式

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭1 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭2
重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12

𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

質量で割る

𝒓̈𝒓1 =
𝑭𝑭21
𝑚𝑚1

+
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

𝒓̈𝒓2 =
𝑭𝑭12
𝑚𝑚2

+
𝑭𝑭2
𝑚𝑚2−

𝒓̈𝒓2 ̈−𝒓𝒓1 =
𝑭𝑭12
𝑚𝑚2

+
𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭21
𝑚𝑚1

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

𝒓̈𝒓

𝒓𝒓 = 𝒓𝒓2 − 𝒓𝒓1
=
𝑭𝑭12
𝑚𝑚2

+
𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

+
𝑭𝑭1𝟐𝟐
𝑚𝑚1

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

=
1
𝑚𝑚1

+
1
𝑚𝑚2

𝑭𝑭12 +
𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

1
𝜇𝜇 =

1
𝑚𝑚1

+
1
𝑚𝑚2

換算質量：
∴ 𝒓̈𝒓 =

1
𝜇𝜇 𝑭𝑭12 +

𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

相対位置ベクトル







２体問題
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重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12

𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

1
𝜇𝜇 =

1
𝑚𝑚1

+
1
𝑚𝑚2

換算質量：

相対運動の運動方程式

𝒓̈𝒓 =
1
𝜇𝜇 𝑭𝑭12 +

𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

𝒓𝒓 = 𝒓𝒓2 − 𝒓𝒓1

外力がない場合
重力のような一様な力がはたらいている場合

𝜇𝜇𝒓̈𝒓 = 𝑭𝑭12
𝑭𝑭1 = −𝑚𝑚1𝒈𝒈
𝑭𝑭2 = −𝑚𝑚2𝒈𝒈

2体の
運動方程式

相対位置ベクトル

力𝑭𝑭12がはたらく
相対位置ベクトル 𝒓𝒓 、質量 𝜇𝜇の質点の

運動方程式
⟹

２体の問題を１体問題に帰着



２体問題
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重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2

𝑀𝑀

𝒓𝒓 = 𝒓𝒓2 − 𝒓𝒓1

=
𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2(𝒓𝒓 + 𝒓𝒓1)

𝑀𝑀

=
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓

𝑀𝑀

= 𝒓𝒓1 +
𝑚𝑚2𝒓𝒓
𝑀𝑀

=
𝑚𝑚1(𝒓𝒓2 − 𝒓𝒓) + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2

𝑀𝑀

=
−𝑚𝑚1𝒓𝒓 + (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝒓𝒓2

𝑀𝑀

= −
𝑚𝑚1𝒓𝒓
𝑀𝑀 + 𝒓𝒓2

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝒓𝒓1 + 𝑚𝑚2𝒓𝒓2

𝑀𝑀

𝒓𝒓1 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 −
𝑚𝑚2𝒓𝒓
𝑀𝑀

𝒓𝒓2 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 +
𝑚𝑚1𝒓𝒓
𝑀𝑀







例題：２体問題
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バネの付いた２つの物体を落下させる。
(𝑚𝑚2のおもりを支えた状態から静かに落下させる) 𝒓𝒓2 =

0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇

=
𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑚𝑚1𝑚𝑚2
=

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

個々のおもりの運動方程式
𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧 + 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑚𝑚1𝑧̈𝑧1 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔 + 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = −𝑚𝑚2𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧 − 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑚𝑚2𝑧̈𝑧2 = −𝑚𝑚2𝑔𝑔 − 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

質量中心の座標（𝑧𝑧軸）

𝑧𝑧𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝑧𝑧1 + 𝑚𝑚2𝑧𝑧2

𝑀𝑀

相対座標（𝑧𝑧軸） 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

𝑧𝑧軸成分のみ



例題：２体問題
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𝒓𝒓2 =
0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑚𝑚1𝑧̈𝑧1 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔 + 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0
𝑚𝑚2𝑧̈𝑧2 = −𝑚𝑚2𝑔𝑔 − 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0+

𝑚𝑚1𝑧̈𝑧1 + 𝑚𝑚2𝑧̈𝑧2 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔 −𝑚𝑚2𝑔𝑔

= −(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝑔𝑔
𝑀𝑀𝑚𝑚1𝑧̈𝑧1 + 𝑚𝑚2𝑧̈𝑧2

𝑀𝑀
= −𝑔𝑔

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇

=
𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑚𝑚1𝑚𝑚2
=

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

𝒛𝒛𝐺𝐺 =
𝑚𝑚1𝒛𝒛1 + 𝑚𝑚2𝒛𝒛2

𝑀𝑀

質量中心の𝑧𝑧座標

質量中心（重心）の運動

内力を打ち消す個々の運動方程式の和

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔







例題：２体問題
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𝒓𝒓2 =
0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑚𝑚2𝑧̈𝑧2 = −𝑚𝑚2𝑔𝑔 − 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0
𝑚𝑚1𝑧̈𝑧1 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔 + 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇

=
𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑚𝑚1𝑚𝑚2
=

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

おもり同士の相対的な運動

相対的な加速度個々の運動方程式の差

𝑧̈𝑧2 = −𝑔𝑔 −
𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

𝑚𝑚2

𝑧̈𝑧1 = −𝑔𝑔 +
𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

𝑚𝑚1－

𝑧̈𝑧2 − 𝑧̈𝑧1 = −
1
𝑚𝑚1

+
1
𝑚𝑚2

𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

𝑧̈𝑧2 − 𝑧̈𝑧1 = −
1
𝜇𝜇
𝑘𝑘 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1 − 𝑙𝑙0

相対座標（𝑧𝑧軸）
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1𝜇𝜇𝑧̈𝑧 = −𝑘𝑘 𝑧𝑧 − 𝑙𝑙0



例題：２体問題
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𝒓𝒓2 =
0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇 =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

=
𝑀𝑀

𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

重心の運動方程式

𝜇𝜇𝑧̈𝑧 = −𝑘𝑘 𝑧𝑧 − 𝑙𝑙0

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔

質点の相対的運動方程式

初期条件を求める。
(𝑚𝑚2のおもりを支えた状態から静かに落下させる)

0 = −𝑚𝑚1𝑔𝑔 + 𝑘𝑘 𝑧𝑧2 0 − 𝑧𝑧1 0 − 𝑙𝑙0

𝑧̇𝑧𝐺𝐺 0 = 𝑧̇𝑧 0 = 0𝑧𝑧2 0 = 0

𝑧𝑧1 0 = −
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

− 𝑙𝑙0

𝑧𝑧(0) = 𝑧𝑧2 0 − 𝑧𝑧1 0 =
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0

𝑧𝑧𝐺𝐺 0 =
𝑚𝑚1𝑧𝑧1 0 + 𝑚𝑚2𝑧𝑧2 0

𝑀𝑀

𝑧𝑧𝐺𝐺 0 = −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0



例題：２体問題
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𝒓𝒓2 =
0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇 =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

=
𝑀𝑀

𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

𝑧𝑧(0) =
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0𝑧𝑧𝐺𝐺 0 = −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0

（初期条件）

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔
積分

積分

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐶𝐶1
𝑧̇𝑧 0 = 0より

𝑧𝑧𝐺𝐺 = −
1
2𝑔𝑔𝑡𝑡

2 + 𝐶𝐶2

𝐶𝐶1 = 0 𝑧̇𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑧𝑧𝐺𝐺(0) = −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘 + 𝑙𝑙0 より

𝑧𝑧𝐺𝐺 = −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2 −

𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0

重心の運動方程式

重心の運動方程式

𝜇𝜇𝑧̈𝑧 = −𝑘𝑘 𝑧𝑧 − 𝑙𝑙0

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔

質点の相対的運動方程式
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𝒓𝒓2 =
0
0
𝑧𝑧2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝒈𝒈 = −𝑔𝑔𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒓𝒓1 =
0
0
𝑧𝑧1

𝑧𝑧

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

1
𝜇𝜇 =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1𝑚𝑚2

=
𝑀𝑀

𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑙𝑙0:バネの自然長

𝑧𝑧(0) =
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0𝑧𝑧𝐺𝐺 0 = −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0

（初期条件）

重心の運動方程式

𝜇𝜇𝑧̈𝑧 = −𝑘𝑘 𝑧𝑧 − 𝑙𝑙0

𝑧̈𝑧𝐺𝐺 = −𝑔𝑔

質点の相対的運動方程式

𝜇𝜇𝑧̈𝑧 = −𝑘𝑘 𝑧𝑧 − 𝑙𝑙0質点の相対的運動方程式

𝑍𝑍とおく𝜇𝜇𝑍̈𝑍 = −𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑍𝑍 = 𝐴𝐴𝑒𝑒
+𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒
−𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡

𝑧𝑧 = 𝐴𝐴𝑒𝑒
+𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒
−𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝑙𝑙0

𝑍̈𝑍 = −
𝑘𝑘
𝜇𝜇
𝑍𝑍
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𝑧𝑧 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑒𝑒
+𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒
−𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝑙𝑙0

𝑧̇𝑧 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖
𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝐴𝐴𝑒𝑒

+𝑖𝑖 𝑘𝑘
𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝐵𝐵𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝑘𝑘
𝜇𝜇𝑡𝑡

𝑧̇𝑧 0 = 𝑖𝑖
𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝐴𝐴 − 𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝐵𝐵 = 0

微分

∴ 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵

𝑧𝑧 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴 𝑒𝑒
+𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝑒𝑒
−𝑖𝑖 𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝑙𝑙0

𝑧𝑧 𝑡𝑡 = 2𝐴𝐴 cos
𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡 + 𝑙𝑙0

𝑧𝑧 0 = 2𝐴𝐴 + 𝑙𝑙0 =
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

+ 𝑙𝑙0
∴ 𝐴𝐴 =

𝑚𝑚1𝑔𝑔
2𝑘𝑘

𝑧𝑧 𝑡𝑡 =
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘

cos
𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡 + 𝑙𝑙0
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𝑚𝑚1

𝑚𝑚2 𝑧𝑧各質点の変位
𝒓𝒓1 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 −

𝑚𝑚2𝒓𝒓
𝑀𝑀

𝒓𝒓2 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 +
𝑚𝑚1𝒓𝒓
𝑀𝑀

𝑧𝑧1 = 𝑧𝑧𝐺𝐺 −
𝑚𝑚2𝑧𝑧
𝑀𝑀

∴ 𝑧𝑧1 = −
1
2𝑔𝑔𝑡𝑡

2 −
𝑚𝑚1

2𝑔𝑔
𝑀𝑀𝑀𝑀 −

𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔
𝑀𝑀𝑀𝑀 cos

𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡 −

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑀𝑀 𝑙𝑙0

𝑧𝑧2 = 𝑧𝑧𝐺𝐺 +
𝑚𝑚1𝑧𝑧
𝑀𝑀

∴ 𝑧𝑧2 = −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2 −

𝑚𝑚1
2𝑔𝑔

𝑀𝑀𝑀𝑀
+
𝑚𝑚1

2𝑔𝑔
𝑀𝑀𝑀𝑀

cos
𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡

= −
1
2𝑔𝑔𝑡𝑡

2 −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘 + 𝑙𝑙0 −

𝑚𝑚2

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘 cos

𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡 −

𝑚𝑚2

𝑀𝑀 𝑙𝑙0

= −
1
2𝑔𝑔𝑡𝑡

2 −
𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘 + 𝑙𝑙0 +

𝑚𝑚1

𝑀𝑀
𝑚𝑚1𝑔𝑔
𝑘𝑘 cos

𝑘𝑘
𝜇𝜇 𝑡𝑡 +

𝑚𝑚1

𝑀𝑀 𝑙𝑙0
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

２体問題  多体問題

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̈𝒓𝑖𝑖 = 𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗

質点 𝑖𝑖が質点 𝑗𝑗から受ける力
自分自身を含まないので𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = 𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 の和を考える

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 = −𝐺𝐺
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗(𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗)

𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗
3

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝑞𝑞𝑖𝑖𝑞𝑞𝑗𝑗(𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗)

4𝜋𝜋𝜀𝜀0 𝒓𝒓𝑖𝑖 − 𝒓𝒓𝑗𝑗
3

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗の例
万有引力

クーロン力
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭1𝑗𝑗 = +𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭13 + ⋯+ 𝑭𝑭1,𝑛𝑛−1 + 𝑭𝑭1,𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭2𝑗𝑗 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭23 + ⋯+ 𝑭𝑭2,𝑛𝑛−1 + 𝑭𝑭2,𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭3𝑗𝑗 = 𝑭𝑭31 + 𝑭𝑭32 + ⋯+ 𝑭𝑭3,𝑛𝑛−1 + 𝑭𝑭3,𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑛𝑛𝑗𝑗 = 𝑭𝑭𝑛𝑛𝑛 + 𝑭𝑭𝑛𝑛𝑛 + 𝑭𝑭𝑛𝑛3 + ⋯+ 𝑭𝑭𝑛𝑛,𝑛𝑛−1

作用反作用
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
をつかうと

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

⋯

𝑭𝑭12

𝑭𝑭21

𝑭𝑭13

𝑭𝑭31

𝑭𝑭23

𝑭𝑭32

𝑭𝑭1,𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑛𝑛𝑛

𝑭𝑭2,𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑛𝑛𝑛

𝑭𝑭3,𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑛𝑛𝑛 全て打ち消しあって消える。

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1(𝑗𝑗≠𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑̇𝒑𝑖𝑖 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑷𝑷 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑𝒑𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑷𝑷
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖 質点系の全運動量の時間変化は
外力の和に等しい

全質点の運動量の和

重心
𝐺𝐺
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

質点が 𝑛𝑛個の時の質量中心(重心)

𝒓𝒓𝐺𝐺 =
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑖𝑖

=
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖

𝑀𝑀

:全質量𝑀𝑀 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑷𝑷 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝒑𝒑𝑖𝑖＝�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑑𝑑𝒓𝒓𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖

𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖

全運動量は
重心の速度と全質量の積

微分

微分

∴
𝑑𝑑𝑷𝑷
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖

質量中心に対する運動方程式

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

各質点の運動 𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖(𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′)

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = 𝒓𝒓𝐺𝐺�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝒓𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ ∴ �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0
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𝒓𝒓𝑖𝑖
𝒓𝒓𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑭𝑭𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑭𝑭𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑖𝑖

𝑭𝑭𝑗𝑗

𝑂𝑂

運動エネルギー 𝐾𝐾
重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓𝐺𝐺

𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖2 = �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2𝑚𝑚𝑖𝑖 𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 2

𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2𝑚𝑚𝑖𝑖(𝒓̇𝒓𝐺𝐺2 + 2𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ � 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + 𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2)

𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝐺𝐺2 + �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ � 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2

𝐾𝐾 =
1
2 𝒓̇𝒓𝐺𝐺

2 �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖 + 𝒓̇𝒓𝐺𝐺 � �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′ + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2

𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′

𝑀𝑀 0

𝐾𝐾 =
1
2
𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺2 + �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2

質点系の運動エネルギー

重心運動 重心まわりの相対運動



【本日のポイント】
31

２体問題

多体問題

重心
𝐺𝐺

𝒓𝒓1
𝒓𝒓2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2

𝑭𝑭21
𝑭𝑭12

𝑭𝑭1

𝑭𝑭2

𝑂𝑂

𝑚𝑚1𝒓̈𝒓1 = 𝑭𝑭21 + 𝑭𝑭1 𝑚𝑚2𝒓̈𝒓2 = 𝑭𝑭12 + 𝑭𝑭2
±

𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = 𝑭𝑭1 + 𝑭𝑭2
質量中心の運動方程式

𝒓̈𝒓 =
1
𝜇𝜇
𝑭𝑭12 +

𝑭𝑭2
𝑚𝑚2

−
𝑭𝑭1
𝑚𝑚1

相対運動の運動方程式

𝜇𝜇𝒓̈𝒓 = 𝑭𝑭12
外力がない
または一様な力が
はたらく場合

𝑑𝑑𝑷𝑷
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝒓̈𝒓𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑭𝑭𝑖𝑖

質量中心に対する
運動方程式

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓𝒓𝑖𝑖′ = 0

𝐾𝐾 =
1
2
𝑀𝑀𝒓̇𝒓𝐺𝐺2 + �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
1
2
𝑚𝑚𝑖𝑖𝒓̇𝒓𝑖𝑖′2

𝒓𝒓𝑖𝑖 = 𝒓𝒓𝐺𝐺 + 𝒓𝒓𝑖𝑖′
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