
力学 I

【今日の内容】
• ベクトルの外積
• 角運動量と力のモーメント

（第９回） 角運動量

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の復習】
2

前々回： ケプラーの法則（観測）から太陽の引力（数式化）を導出する

前回： 太陽の引力から惑星の運動（ケプラーの法則）を導出する

軌道 𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0

周期 𝑇𝑇2

𝑎𝑎3
=

4𝜋𝜋2

𝐺𝐺𝐺𝐺
= 𝐶𝐶(const)

エネルギー積分 𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟2 + 𝑟𝑟𝜑̇𝜑 2 − 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

𝜔𝜔𝑡𝑡 = 𝜑𝜑 − 𝜀𝜀 sin𝜑𝜑

：楕円軌道
（第一法則）

：第二法則

面積速度の関係

：ケプラー方程式
（第三法則）

球体によるポテンシャル
𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟2

全質量が中心に
集まったときと同じ

球殻内部のポテンシャル

𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺 � 4𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑅𝑅 𝑅𝑅 � 𝑚𝑚
= Const

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = 0

球殻の外側の質量からの
万有引力は受けない



ベクトルの外積
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内積（Scalar product, Inner product）

𝑨𝑨 � 𝑩𝑩 ≡ 𝑨𝑨 𝑩𝑩 cos𝜃𝜃
２つのベクトルから定義されるスカラー量

𝑨𝑨 = (𝐴𝐴𝑥𝑥 ,𝐴𝐴𝑦𝑦,𝐴𝐴𝑧𝑧)

𝑩𝑩 = (𝐵𝐵𝑥𝑥 ,𝐵𝐵𝑦𝑦,𝐵𝐵𝑧𝑧)
積𝑨𝑨 � 𝑩𝑩 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑧𝑧

外積（vector product, Outer product）
２つのベクトルから定義される新たなベクトル

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 ≡ 𝑪𝑪

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 𝑩𝑩 sin𝜃𝜃

𝑪𝑪

𝑨𝑨 = (𝐴𝐴𝑥𝑥 ,𝐴𝐴𝑦𝑦,𝐴𝐴𝑧𝑧)

𝑩𝑩 = (𝐵𝐵𝑥𝑥 ,𝐵𝐵𝑦𝑦,𝐵𝐵𝑧𝑧)

𝜃𝜃
向き 𝑨𝑨と𝑩𝑩に垂直で𝑨𝑨から𝑩𝑩へ右ネジを回す方向

大きさ 𝑨𝑨と𝑩𝑩がつくる平行四辺形の面積



ベクトルの外積
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外積の性質 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 ≡ 𝑪𝑪

𝑨𝑨

𝑩𝑩

𝑪𝑪

𝜃𝜃

1. 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = −𝑩𝑩 × 𝑨𝑨

2. 𝑨𝑨と𝑩𝑩が平行ならば

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = 0 とくに 𝑨𝑨 × 𝑨𝑨 = 0

3. 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩のとき 𝑪𝑪 ⊥ 𝑨𝑨, 𝑪𝑪 ⊥ 𝑩𝑩

𝑨𝑨 + 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 × 𝑪𝑪 + 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 + 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 + 𝑨𝑨 × 𝑪𝑪

4. 3つのベクトルの間の外積（ベクトル３重積）

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 � 𝑪𝑪 𝑩𝑩 − 𝑨𝑨 � 𝑩𝑩 𝑪𝑪

5. 外積の微分

𝑑𝑑 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑨𝑨
𝑑𝑑𝑑𝑑 × 𝑩𝑩 + 𝑨𝑨 ×

𝑑𝑑𝑩𝑩
𝑑𝑑𝑑𝑑

(交換法則は成り立たない)

(結合法則は成り立たない)

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪 ≠ 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪

(分配法則は成り立つ)

証明は例題・演習
にて
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𝑨𝑨 × 𝑩𝑩

=
𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑧𝑧 − 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑧𝑧
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥

=
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑧𝑧
𝐵𝐵𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧

= 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑧𝑧 − 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑧𝑧 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑧𝑧

単位ベクトルの外積

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝒆𝒆 𝑧𝑧

𝒆𝒆𝑖𝑖 ,𝒆𝒆𝑗𝑗 , 𝒆𝒆𝑘𝑘 ,
𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧

𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 = または
𝑟𝑟,𝜃𝜃,𝜑𝜑

右手系の直交座標の単位ベクトル

𝒆𝒆𝑖𝑖 × 𝒆𝒆𝑖𝑖 = 𝒆𝒆𝑗𝑗 × 𝒆𝒆𝑗𝑗 = 𝒆𝒆𝑘𝑘 × 𝒆𝒆𝑘𝑘 = 0

𝒆𝒆𝑖𝑖 × 𝒆𝒆𝑗𝑗 = 𝒆𝒆𝑘𝑘 𝒆𝒆𝑗𝑗 × 𝒆𝒆𝑘𝑘 = 𝒆𝒆𝑖𝑖 𝒆𝒆𝑘𝑘 × 𝒆𝒆𝑖𝑖 = 𝒆𝒆𝑗𝑗

外積の計算（成分）





例題１
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2つの空間ベクトル𝒂𝒂 =
1
−3
2

,𝒃𝒃 =
2
0
−1

について外積 𝒂𝒂 × 𝒃𝒃 を求めよ。

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩
= 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑧𝑧 − 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑧𝑧 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒂𝒂 × 𝒃𝒃
= 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑧𝑧 − 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑏𝑏𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑧𝑧 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑧𝑧

= −3 � −1 − 2 � 0 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 2 � 2 − 1 � −1 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 1 � 0 − −3 � 2 𝒆𝒆𝑧𝑧

= 3𝒆𝒆𝑥𝑥 + 5𝒆𝒆𝑦𝑦 + 6𝒆𝒆𝑧𝑧 =
3
5
6



例題２
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2つの空間ベクトル𝒂𝒂 =
2
−1
−1

,𝒃𝒃 =
𝛼𝛼
2
−1

𝛼𝛼 > 0 のなす角 𝜃𝜃 とおくと

cos 𝜃𝜃 =
1
6

である。このとき、次の問に答えよ。

（1） 𝛼𝛼の値を求めよ。 𝒂𝒂 = 22 + −1 2 + −1 2 = 6

𝒃𝒃 = 𝛼𝛼2 + 22 + −1 2 = 𝛼𝛼2 + 5

𝒂𝒂 � 𝒃𝒃 = 2 � 𝛼𝛼 + −1 � 2 + −1 � −1 = 2𝛼𝛼 − 1

𝒂𝒂 � 𝒃𝒃 = 𝒂𝒂 𝒃𝒃 cos 𝜃𝜃 = 6 � 𝛼𝛼2 + 5 �
1
6

∴ 2𝛼𝛼 − 1 = 𝛼𝛼2 + 5

4𝛼𝛼2 − 4𝛼𝛼 + 1 = 𝛼𝛼2 + 5

3𝛼𝛼2 − 4𝛼𝛼 − 4 = 0

3𝛼𝛼 + 2 𝛼𝛼 − 2 = 0 𝛼𝛼 > 0 より 𝛼𝛼 = 2
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（2） 𝒂𝒂と 𝒃𝒃を２辺とする平行四辺形の面積を求めよ。

𝒂𝒂 × 𝒃𝒃 = 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑧𝑧 − 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑏𝑏𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑧𝑧 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝒂𝒂と 𝒃𝒃を２辺とする平行四辺形の面積は、それらの外積のノルム 𝒂𝒂 × 𝒃𝒃 に等しい。

= −1 � −1 − 2 � −1 𝒆𝒆𝑥𝑥 + −1 � 2 − 2 � −1 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 2 � 2 − −1 � 2 𝒆𝒆𝑧𝑧

= 3 � 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 0 � 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 6 � 𝒆𝒆𝑧𝑧 𝒂𝒂 × 𝒃𝒃 = 32 + 02 + 62 = 3 5

（3） 𝒂𝒂と 𝒃𝒃の両方に直交する単位ベクトルを求めよ。

𝒄𝒄 = 𝒂𝒂 × 𝒃𝒃 は 𝒂𝒂と 𝒃𝒃の両方に直交するので、𝒄𝒄の方向の単位ベクトルは、

±
𝒄𝒄
𝒄𝒄

= ±
1

3 5

3
0
6

= ±

1
5

0
2

3 5

= ±

5
5
0

2 5
5
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（１） 以下の３つのベクトルから作ったスカラー三重積を計算せよ。
𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑧𝑧 − 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑧𝑧 𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑧𝑧
と 𝑪𝑪 = 𝐶𝐶𝑥𝑥𝒆𝒆𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑦𝑦𝒆𝒆𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑧𝑧𝒆𝒆𝑧𝑧 の内積をとると

𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑧𝑧 − 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑧𝑧𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝑧𝑧 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥

これは、整理し直すと

𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑦𝑦𝐶𝐶𝑧𝑧 − 𝐵𝐵𝑧𝑧𝐶𝐶𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥𝐶𝐶𝑧𝑧 + 𝐴𝐴𝑧𝑧 𝐵𝐵𝑥𝑥𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦𝐶𝐶𝑥𝑥
= 𝑨𝑨 � 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪

同様に = 𝑩𝑩 � 𝑪𝑪 × 𝑨𝑨
= 𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩
= 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪 � 𝑨𝑨
= 𝑪𝑪 × 𝑨𝑨 � 𝑩𝑩
= 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 � 𝑪𝑪

また、 𝑨𝑨 � 𝑩𝑩 × 𝑪𝑪 =
𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑧𝑧
𝐵𝐵𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑥𝑥 𝐶𝐶𝑦𝑦 𝐶𝐶𝑧𝑧

と書くこともできる
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（2） このスカラー三重積 𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 はベクトル 𝑨𝑨, 𝑩𝑩, 𝑪𝑪を3辺とする
平行六面体の体積を表すことを示せ。

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 の大きさは、 𝑨𝑨の 𝑩𝑩のつくる平行四辺形の面積であり、
𝐶𝐶 cos 𝜃𝜃 は平行六面体の高さに相当するので、
スカラー積は𝑨𝑨, 𝑩𝑩, 𝑪𝑪を3辺とする平行六面体の体積を表す。

𝑪𝑪 � 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 = 𝐶𝐶 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 cos 𝜃𝜃
𝑪𝑪と 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩のなす角を 𝜃𝜃 とすると、

𝑨𝑨

𝑩𝑩

𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 𝑪𝑪

𝜃𝜃





角運動量とは
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𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐹𝐹𝑥𝑥 ⋯ 1 𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐹𝐹𝑦𝑦 ⋯ 2

平面内の運動を考えるとき、運動方程式は

等速直線運動 ⇒ 運動エネルギーと運動量が一定の運動

等速円運動 ⇒ 運動エネルギーと運動量の大きさは一定だが、
運動量の方向は刻々と変化する

⟹ 等速円運動において時間によらず一定のベクトル量：角運動量

1 × 𝑦𝑦 ⟺ 𝑚𝑚𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

2 × 𝑥𝑥 ⟺ 𝑚𝑚𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦

−

𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑝𝑝𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥



角運動量とは
14

𝑚𝑚𝑣𝑣𝑥𝑥 = 𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜑𝜑𝑝𝑝

𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑚𝑚 𝑥𝑥𝑣𝑣𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑣𝑣𝑥𝑥

極座標 𝑟𝑟,𝜑𝜑 で考える
𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos𝜑𝜑 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin𝜑𝜑

運動量 𝒑𝒑 = 𝑚𝑚𝒗𝒗 が 𝑥𝑥 軸となす角を 𝜑𝜑𝑝𝑝 とすると

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑃𝑃 𝑟𝑟,𝜑𝜑
𝜑𝜑
𝑟𝑟

𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜑𝜑𝑝𝑝
𝑚𝑚𝑣𝑣𝑦𝑦 = 𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜑𝜑𝑝𝑝

であるから

= 𝑚𝑚 𝑟𝑟𝑣𝑣 cos𝜑𝜑 sin𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝑟𝑟𝑣𝑣 sin𝜑𝜑 sin𝜑𝜑𝑝𝑝
= 𝑟𝑟 � 𝑚𝑚𝑣𝑣 sin 𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝜑𝜑

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑃𝑃 𝑟𝑟,𝜑𝜑
𝜑𝜑
𝑟𝑟

𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑚𝑚

よって、

これは原点から見た運動量ベクトルとなっていて、
その大きさは、変位ベクトル 𝒓𝒓と運動量 𝒑𝒑の
外積の大きさになっている。

𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 � 𝑝𝑝sin 𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝜑𝜑

𝑚𝑚𝑚𝑚 sin 𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝜑𝜑

これを 角運動量（angular momentum）
という。 𝐿𝐿 = 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥



角運動量と力のモーメント
15

次に左辺 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥 についても同様
に考える。
力 𝑭𝑭 が 𝑥𝑥 軸となす角を𝜑𝜑𝐹𝐹 とすると

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑃𝑃 𝑟𝑟,𝜑𝜑
𝜑𝜑
𝑟𝑟

𝐹𝐹

これは原点から見た力ベクトルとなっていて、
その大きさは、力 𝑭𝑭と 変位ベクトル 𝒓𝒓 の
外積の大きさになっている。

𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 � 𝐹𝐹sin 𝜑𝜑𝐹𝐹 − 𝜑𝜑

これを 力のモーメント（moment of force）という。

𝑁𝑁 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

以上より、 は
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿 = 𝑁𝑁

すなわち、角運動量の時間的変化の割合は力のモーメントに等しい。
外力のモーメント𝟎𝟎であれば、角運動量Lは一定（角運動量保存則）



角運動量と面積速度
16

𝑣𝑣𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟 cos𝜑𝜑

𝑣𝑣𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟 sin𝜑𝜑

= 𝑟̇𝑟 cos𝜑𝜑 − 𝑟𝑟 𝜑̇𝜑 sin𝜑𝜑

= 𝑟̇𝑟 sin𝜑𝜑 + 𝑟𝑟 𝜑̇𝜑 cos𝜑𝜑
より

𝑥𝑥𝑣𝑣𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑣𝑣𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos𝜑𝜑 𝑟̇𝑟 sin𝜑𝜑 + 𝑟𝑟𝜑̇𝜑 cos𝜑𝜑 − 𝑟𝑟 sin𝜑𝜑 𝑟̇𝑟 cos𝜑𝜑 − 𝑟𝑟 𝜑̇𝜑 sin𝜑𝜑

= 𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 ∴ 𝐿𝐿 = 𝑚𝑚𝑟𝑟2𝜑̇𝜑

𝑂𝑂
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑃𝑃

𝑃𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
2 𝑟𝑟

2𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
2
𝑟𝑟2
𝑑𝑑𝜑𝜑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
2
𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 =

1
2
ℎ

動径が一定時間に
掃過する面積
= 面積速度

一定

第6回講義より

面積速度一定

2𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑚𝑚𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 = 𝐿𝐿

角運動量保存則と
面積速度一定は
物理的に同義



３次元空間での角運動量ベクトル
17

３次元空間で考える 𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹𝑥𝑥 𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑣𝑣𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑣𝑣𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹𝑧𝑧

から全く同様にして

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑦𝑦 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑧𝑧 ≡ 𝑁𝑁𝑦𝑦

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑧𝑧 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥 ≡ 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑥𝑥 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑦𝑦 ≡ 𝑁𝑁𝑥𝑥

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑥𝑥 ≡

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑦𝑦 ≡

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑧𝑧 ≡

≡ 𝑁𝑁𝑥𝑥

≡ 𝑁𝑁𝑦𝑦

≡ 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝑁𝑁𝑥𝑥

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑦𝑦 = 𝑁𝑁𝑦𝑦

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑁𝑁𝑧𝑧

𝑳𝑳 =
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑦𝑦
𝐿𝐿𝑧𝑧

𝑵𝑵 =
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑁𝑁𝑧𝑧

として
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑳𝑳 = 𝑵𝑵

角運動量ベクトルの時間的変化の割合は力のモーメントに等しい。
外力のモーメント𝟎𝟎であれば、角運動量Lは一定（角運動量保存則）



角運動量ベクトルの外積による表現
18

𝑳𝑳 =
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑦𝑦
𝐿𝐿𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑧𝑧𝑝𝑝𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥

𝑵𝑵 =
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑁𝑁𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑦𝑦
𝑧𝑧𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝐹𝐹𝑧𝑧
𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧

×
𝑝𝑝𝑥𝑥
𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑝𝑝𝑧𝑧

= 𝒓𝒓 × 𝒑𝒑 = 𝑚𝑚 𝒓𝒓 ×
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒓𝒓

=
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧

×
𝐹𝐹𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑧𝑧

= 𝒓𝒓 × 𝑭𝑭

= 𝑚𝑚𝒓𝒓 × 𝒓̇𝒓

原点ではない任意の点の周りの角運動量の場合

𝑳𝑳 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝒑𝒑

= 𝑚𝑚 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 ×
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝒓𝒓

= 𝑚𝑚 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝒓̇𝒓

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝑭𝑭

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑝𝑝

𝒓𝒓0

𝒓𝒓

𝑧𝑧







例題４ 円運動における角運動量
21

𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 平面内を長さ 𝑙𝑙1 の糸で原点と結ばれている
質量𝑚𝑚 の質点が速さ 𝑣𝑣1 で円運動している。
糸の長さが 𝑙𝑙2 になった時の速度 𝑣𝑣2 を求めよ。 𝒗𝒗1

𝒍𝒍1

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝐿𝐿

長さ 𝑙𝑙1 の場合、角運動量 𝑳𝑳1 は

𝑳𝑳1 = 𝒓𝒓1 × 𝒑𝒑1= 𝒓𝒓1 × 𝑚𝑚𝒗𝒗1

𝒗𝒗1 =
−𝑣𝑣1 sin𝜃𝜃
+𝑣𝑣1 cos 𝜃𝜃

0
𝒓𝒓1 =

𝑙𝑙1 cos 𝜃𝜃
𝑙𝑙1 sin𝜃𝜃

0

𝑳𝑳1 = 𝒓𝒓1 × 𝑚𝑚𝒗𝒗1 = 𝑚𝑚
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑙𝑙1 cos𝜃𝜃 𝑙𝑙1 sin𝜃𝜃 0
−𝑣𝑣1 sin𝜃𝜃 +𝑣𝑣1 cos𝜃𝜃 0

微分

= 𝑚𝑚 𝑙𝑙1 cos 𝜃𝜃 � 𝑣𝑣1 cos 𝜃𝜃 � 𝒆𝒆𝑧𝑧 − 𝑙𝑙1 sin𝜃𝜃 � −𝑣𝑣1 sin𝜃𝜃 � 𝒆𝒆𝑧𝑧

= 𝑚𝑚𝑙𝑙1𝑣𝑣1𝒆𝒆𝑧𝑧 =
0
0

𝑚𝑚𝑙𝑙1𝑣𝑣1



例題４ 円運動における角運動量
22

𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 平面内を長さ 𝑙𝑙1 の糸で原点と結ばれている
質量𝑚𝑚 の質点が速さ 𝑣𝑣1 で円運動している。
糸の長さが 𝑙𝑙2 になった時の速度 𝑣𝑣2 を求めよ。

長さ 𝑙𝑙2 の場合、角運動量 𝑳𝑳1 も同様に

𝑳𝑳2 = 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2𝒆𝒆𝑧𝑧 =
0
0

𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2

𝒗𝒗1

𝒍𝒍1

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝐿𝐿

𝒍𝒍2
𝒗𝒗2

角運動量保存則より 𝑳𝑳1 = 𝑳𝑳2
𝑚𝑚𝑙𝑙1𝑣𝑣1𝒆𝒆𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑣𝑣2 =
𝑙𝑙1
𝑙𝑙2
𝑣𝑣1

𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

> 1 のとき 𝑣𝑣2 > 𝑣𝑣1

𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

< 1 のとき 𝑣𝑣2 < 𝑣𝑣1

糸を短くすると速度が増加

糸を長くすると速度が減少



例題４ 円運動における角運動量
23

𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 平面内を長さ 𝑙𝑙1 の糸で原点と結ばれている
質量𝑚𝑚 の質点が速さ 𝑣𝑣1 で円運動している。
糸の長さが 𝑙𝑙2 になった時の速度 𝑣𝑣2 を求めよ。

長さ 𝑙𝑙2 の場合、角運動量 𝑳𝑳1 も同様に

𝑳𝑳2 = 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2𝒆𝒆𝑧𝑧 =
0
0

𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2

𝒗𝒗1

𝒍𝒍1

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝐿𝐿

𝒍𝒍2
𝒗𝒗2

角運動量保存則より 𝑳𝑳1 = 𝑳𝑳2
𝑚𝑚𝑙𝑙1𝑣𝑣1𝒆𝒆𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝑣𝑣2𝒆𝒆𝑧𝑧

𝑣𝑣2 =
𝑙𝑙1
𝑙𝑙2
𝑣𝑣1

𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

> 1 のとき 𝑣𝑣2 > 𝑣𝑣1

𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

< 1 のとき 𝑣𝑣2 < 𝑣𝑣1

糸を短くすると速度が増加

糸を長くすると速度が減少
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𝑦𝑦

𝜑𝜑

𝑚𝑚𝒈𝒈

𝑧𝑧

𝒗𝒗

𝒍𝒍

単振り子の角運動量 𝑳𝑳 、
力のモーメント𝑵𝑵を求め、
振り子の運動方程式を求めよ。

𝑳𝑳 = 𝒓𝒓 × 𝒑𝒑

= 𝒓𝒓 × 𝑚𝑚𝒗𝒗

𝒗𝒗 =
0

𝑙𝑙 cos𝜑𝜑 𝜑̇𝜑
−𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 𝜑̇𝜑

𝒓𝒓 =
0

𝑙𝑙 sin𝜑𝜑
𝑙𝑙 cos𝜑𝜑 微分

= 𝑚𝑚
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
0 𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 𝑙𝑙 cos𝜑𝜑
0 𝑙𝑙 cos𝜑𝜑 𝜑̇𝜑 −𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 𝜑̇𝜑

= 𝑚𝑚 𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 � 𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 𝜑̇𝜑 � 𝒆𝒆𝑥𝑥 − 𝑙𝑙 cos𝜑𝜑 � −𝑙𝑙 cos𝜑𝜑 𝜑̇𝜑 � 𝒆𝒆𝑥𝑥
= 𝑚𝑚𝑙𝑙2 sin2 𝜑𝜑 + cos2 𝜑𝜑 𝜑̇𝜑 � 𝒆𝒆𝑥𝑥

= 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜑̇𝜑 � 𝒆𝒆𝑥𝑥 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑳𝑳 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜑̇𝜑
0
0

=
𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜑̈𝜑

0
0



例題５： 単振り子
26

𝑦𝑦

𝜑𝜑

𝑚𝑚𝒈𝒈

𝑧𝑧

𝒗𝒗

𝒍𝒍

単振り子の角運動量 𝑳𝑳 、
力のモーメント𝑵𝑵を求め、
振り子の運動方程式を求めよ。

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓 × 𝑭𝑭

𝑭𝑭 =
0
0
𝑚𝑚𝑚𝑚

=
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
0 𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 𝑙𝑙 cos𝜑𝜑
0 0 𝑚𝑚𝑚𝑚

= 𝑙𝑙 sin𝜑𝜑 � 𝑚𝑚𝑚𝑚 � 𝒆𝒆𝑥𝑥
= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜑𝜑 𝒆𝒆𝑥𝑥 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜑̈𝜑

0
0

=
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜑𝜑

0
0=

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜑𝜑
0
0

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐿𝐿 = 𝑁𝑁

𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜑̈𝜑 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜑𝜑

であるから

𝜑̈𝜑 =
𝑔𝑔
𝑙𝑙 sin𝜑𝜑



【本日のポイント】
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𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑃𝑃 𝑟𝑟,𝜑𝜑
𝜑𝜑
𝑟𝑟

𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑚𝑚

ベクトル積（外
積） 𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 𝑩𝑩 sin𝜃𝜃

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨 × 𝑩𝑩 =
𝒆𝒆𝑥𝑥 𝒆𝒆𝑦𝑦 𝒆𝒆𝑧𝑧
𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑧𝑧
𝐵𝐵𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧

角運動量と力のモーメン
ト

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑳𝑳 = 𝑵𝑵

𝑳𝑳 =
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑦𝑦
𝐿𝐿𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑝𝑝𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑝𝑝𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑝𝑝𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑥𝑥

𝑵𝑵 =
𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑁𝑁𝑧𝑧

=
𝑦𝑦𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑦𝑦
𝑥𝑥𝐹𝐹𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝐹𝐹𝑥𝑥
𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐹𝐹𝑥𝑥

𝑳𝑳 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝒑𝒑

𝑵𝑵 = 𝒓𝒓 − 𝒓𝒓0 × 𝑭𝑭

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑂𝑂

𝑝𝑝

𝒓𝒓0

𝒓𝒓

𝑧𝑧
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