
力学 I

【今日の内容】
• 太陽の引力から惑星の運動を導く
• 惑星の位置の時間変化
• 球面によるポテンシャル

（第７回）惑星の運動と中心力（２）

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の復習】
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𝑂𝑂
𝜑𝜑

𝒇𝒇 𝒓𝒓
𝑟𝑟

𝑚𝑚 𝑟̈𝑟 − 𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 = 𝑓𝑓 𝑟𝑟

𝑚𝑚 2𝑟̇𝑟𝜑̇𝜑 + 𝑟𝑟𝜑̈𝜑 = 0
方位角方向の運動方程式

動径方向の運動方程式

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
2
𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 =

1
2
ℎ

：面積速度一定

𝑚𝑚𝑟̈𝑟 = 𝑓𝑓 𝑟𝑟 +
𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟3



ケプラーの法則
1. 楕円軌道
2. 面積速度一定
3. 周期の2乗は
半径の3乗に比例

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −
𝑚𝑚ℎ2

𝑙𝑙𝑙𝑙2

𝑇𝑇2

𝑎𝑎3
=

4𝜋𝜋2𝑙𝑙
ℎ2

= 𝐶𝐶(const)

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −
4𝜋𝜋2

𝐶𝐶
𝑚𝑚
𝑟𝑟2

= −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2


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𝑚𝑚 𝑟̈𝑟 − 𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 = 𝑓𝑓 𝑟𝑟
動径方向の運動方程式

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

万有引力

𝑚𝑚 𝑟̈𝑟 − 𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

𝑟̈𝑟 − 𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀
𝑟𝑟2

これを解いて𝑟𝑟 𝑡𝑡 と 𝜑𝜑 𝑡𝑡 を求める

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 = ℎ より

𝜑̇𝜑 =
ℎ
𝑟𝑟2

=
ℎ
𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢 =
1
𝑟𝑟 とおくと

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑

= −
1
𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑

= −ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑑𝑑2𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −ℎ
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑

= −
ℎ2

𝑟𝑟2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

= −ℎ
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜑𝜑

= −ℎ
𝑑𝑑𝜑𝜑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2
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𝑟̈𝑟 − 𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀
𝑟𝑟2

𝑑𝑑2𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −
ℎ2

𝑟𝑟2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

−
ℎ2

𝑟𝑟2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

− 𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

2

= −𝐺𝐺
𝑀𝑀
𝑟𝑟2

ℎ2

𝑟𝑟2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+ 𝑟𝑟
ℎ
𝑟𝑟2

2

= 𝐺𝐺
𝑀𝑀
𝑟𝑟2

ℎ2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+
ℎ2

𝑟𝑟
= 𝐺𝐺𝐺𝐺

ℎ2
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+ ℎ2𝑢𝑢 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑢𝑢 =

1
𝑟𝑟

𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+ 𝑢𝑢 = 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝜑𝜑2
𝑈𝑈 + 𝐺𝐺

𝑀𝑀
ℎ2

+ 𝑈𝑈 + 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2

= 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2

𝑈𝑈 = 𝑢𝑢 − 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2
とおくと

𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+ 𝑈𝑈 = 0

２階同次微分方程式を解く

軌道

この２階非同次微分方程式を
解いてもよいが
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𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝜑𝜑2

+ 𝑈𝑈 = 0

𝑈𝑈 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝜆𝜆とおくと特性方程式は

𝜆𝜆2 + 0𝜆𝜆 + 1 = 0

𝜆𝜆 = ±𝑖𝑖
基本解は

𝑈𝑈1 = cos𝜑𝜑
𝑈𝑈2 = sin𝜑𝜑

一般解は
𝑈𝑈 = 𝐶𝐶1 cos𝜑𝜑 + 𝐶𝐶2 sin𝜑𝜑

𝑢𝑢 = 𝑈𝑈 + 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2

= 𝐴𝐴 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0 + 𝐺𝐺
𝑀𝑀
ℎ2

𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0

書き直して

𝑟𝑟 =
1
𝑢𝑢

=
1

𝐴𝐴 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0 + 𝐺𝐺 𝑀𝑀ℎ2

=
ℎ2
𝐺𝐺𝐺𝐺

1 + ℎ2
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐴𝐴 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0

これは

𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0
のかたちになっている

楕円：0 < 𝜀𝜀 < 1

放物線：𝜀𝜀 = 1

双曲線：𝜀𝜀 > 1
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𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0

楕円：0 < 𝜀𝜀 < 1

放物線：𝜀𝜀 = 1

双曲線：𝜀𝜀 > 1

𝑙𝑙 =
ℎ2

𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜀𝜀 =

ℎ2

𝐺𝐺𝐺𝐺
𝐴𝐴

周期

𝑇𝑇 =
𝜋𝜋𝑎𝑎𝑎𝑎
1
2ℎ

=
2𝜋𝜋𝑎𝑎𝑎𝑎
ℎ

𝑇𝑇 =
2𝜋𝜋𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝑙𝑙

よって
𝑇𝑇2

𝑎𝑎3
=

4𝜋𝜋2

𝐺𝐺𝑀𝑀
= 𝐶𝐶(const)

1
2
ℎ軌道面積を面積速度 で割れば求まる

と より𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ℎ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺

= 2𝜋𝜋
𝑎𝑎3

𝐺𝐺𝐺𝐺







太陽の引力から惑星の運動を導く（エネルギー）
9

エネルギー積分

𝑚𝑚𝑟̈𝑟 =
𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟3
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

両辺に 𝑟̇𝑟 をかけると

𝑚𝑚𝑟̇𝑟𝑟̈𝑟 =
𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟3
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

𝑟̇𝑟

ここで 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟̇𝑟2 = 2𝑟̇𝑟𝑟̈𝑟
より

1
2
𝑚𝑚
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟̇𝑟2 =
𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟3
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

これを時間で積分すると（積分定数：𝐸𝐸）
1
2
𝑚𝑚�𝑑𝑑 𝑟̇𝑟2 = �

𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟3
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2
𝑚𝑚𝑟̇𝑟2 = −

1
2
𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟2
+ 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

+ 𝐸𝐸

𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟2 +

ℎ2

𝑟𝑟2
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

より 𝑟𝑟𝜑̇𝜑 2 =
ℎ2

𝑟𝑟2
1
2
𝑟𝑟2𝜑̇𝜑 =

1
2
ℎ

𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟2 + 𝑟𝑟𝜑̇𝜑 2 − 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

ポテンシャル
エネルギー

運動
エネルギー
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円軌道

𝑚𝑚𝑟̈𝑟 = 𝑚𝑚𝑟𝑟𝜑̇𝜑2 − 𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟2

円軌道の場合、𝑟̇𝑟 = 𝑟̈𝑟 = 0で、𝑟𝑟 → 𝑟𝑟0 とすると

↓
0

↓
𝑟𝑟0

𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟02

= 𝑚𝑚𝑟𝑟0𝜑̇𝜑2

↓
𝑟𝑟0

𝐺𝐺
𝑀𝑀
𝑟𝑟0

= 𝑟𝑟0𝜑̇𝜑 2 = 𝑣𝑣02

𝐾𝐾 =
1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣02 =

1
2
𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟0

運動エネルギーは

𝑈𝑈 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟0

ポテンシャルエネルギーは

よって、全エネルギー𝐸𝐸は

𝐸𝐸 =
1
2𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟0

− 𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟0

𝐸𝐸 = −
1
2𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟0



太陽の引力から惑星の運動を導く（ポテンシャルエネルギー）
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ポテンシャルエネルギー

𝑈𝑈 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟0

これを図示すると右図

仮想物理実験室





太陽の引力から惑星の運動を導く（近日点）
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軌道の形とエネルギーと面積速度の関係

近日点（太陽に最も近くなる点）での
距離𝑟𝑟𝑚𝑚を求める。

𝑂𝑂 FF′
𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑐𝑐

𝑟𝑟𝑚𝑚 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀

𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0
が最小になるためには cosの部分が最大1になる

=
ℎ2
𝐺𝐺𝐺𝐺

1 + 𝜀𝜀

𝐸𝐸 = 𝐾𝐾 + 𝑈𝑈 =
1
2
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟2 +

ℎ2

𝑟𝑟2
− 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

このとき、総エネルギーは

↓
0

↓
𝑟𝑟𝑚𝑚

↓
𝑟𝑟𝑚𝑚

→
1
2
𝑚𝑚

ℎ2

𝑟𝑟𝑚𝑚2 − 𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑚𝑚



太陽の引力から惑星の運動を導く
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これは離心率（楕円or双曲線or放物線）が
エネルギー𝐸𝐸と面積速度 ⁄ℎ 2で
決まることを示している

𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚

ℎ2

𝑟𝑟𝑚𝑚2 − 𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑚𝑚

=
𝑚𝑚
2
ℎ2 1 + 𝜀𝜀

𝑙𝑙
1 + 𝜀𝜀
𝑙𝑙

−
2𝐺𝐺𝐺𝐺
ℎ2

=
𝑚𝑚
2
ℎ2

𝑟𝑟𝑚𝑚
1
𝑟𝑟𝑚𝑚

−
2𝐺𝐺𝐺𝐺
ℎ2

← 𝑙𝑙 =
ℎ2

𝐺𝐺𝐺𝐺
=
𝑚𝑚
2
𝐺𝐺𝐺𝐺 1 + 𝜀𝜀

𝐺𝐺𝐺𝐺 1 + 𝜀𝜀
ℎ2

−
2𝐺𝐺𝐺𝐺
ℎ2

=
𝑚𝑚

2ℎ2
𝐺𝐺2𝑀𝑀2 𝜀𝜀 + 1 𝜀𝜀 − 1

𝐸𝐸 =
𝑚𝑚

2ℎ2
𝐺𝐺2𝑀𝑀2 𝜀𝜀2 − 1

𝜀𝜀2 = 1 +
2ℎ2𝐸𝐸
𝑚𝑚𝐺𝐺2𝑀𝑀2



惑星の位置の時間変化
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惑星の位置 𝑟𝑟,𝜑𝜑 と時間 𝑡𝑡の関係を表すケプラー方程式を導出する

𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚𝑟̇𝑟2 − 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

+
𝑚𝑚ℎ2

2𝑟𝑟2

エネルギー積分

動径方向の
運動エネルギー

太陽の引力の 遠心力の
ポテンシャルエネルギー

𝑊𝑊 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

+
𝑚𝑚ℎ2

2𝑟𝑟2

𝑟𝑟

𝑊𝑊 𝑟𝑟

𝑂𝑂

𝑚𝑚ℎ2

2𝑟𝑟2

−𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

1
2
𝑟̇𝑟2 =

𝐸𝐸 −𝑊𝑊 𝑟𝑟
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟 = ±

2 𝐸𝐸 −𝑊𝑊 𝑟𝑟
𝑚𝑚

運動が起こるのは 𝐸𝐸 > 𝑊𝑊 𝑟𝑟 のときのみ（ルートの中身が正）



惑星の位置の時間変化
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𝑟𝑟

𝑊𝑊 𝑟𝑟

𝑂𝑂

𝑚𝑚ℎ2

2𝑟𝑟2

−𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

𝐸𝐸 < 0のとき、

𝑟𝑟1 𝑟𝑟2

𝐸𝐸

𝐸𝐸 = 𝑊𝑊 𝑟𝑟 となる相違な 𝑟𝑟1 と 𝑟𝑟2 の間で
往復運動（楕円運動）する

𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0
𝑟𝑟1 と 𝑟𝑟2 は の極値なので

𝑟𝑟1 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 𝑟𝑟2 =
𝑙𝑙

1 − 𝜀𝜀
= 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 = 𝑎𝑎 1 + 𝜀𝜀

𝑊𝑊 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟 +

𝑚𝑚ℎ2

2𝑟𝑟2 より

2 𝐸𝐸 −𝑊𝑊 𝑟𝑟 =
2𝐸𝐸𝑟𝑟2 + 2𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 −𝑚𝑚ℎ2

𝑟𝑟2
𝑟𝑟2 𝑟𝑟

この式は 𝑟𝑟の２次式であり𝑟𝑟1 と 𝑟𝑟2で左辺が0となるはずなので、

2𝐸𝐸𝑟𝑟2 + 2𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 −𝑚𝑚ℎ2 = 2𝐸𝐸 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟1 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟2

とかけるはず。これを に代入する。𝑟̇𝑟 = ±
2 𝐸𝐸 −𝑊𝑊 𝑟𝑟

𝑚𝑚
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𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= ±
2𝐸𝐸 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟1 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑟𝑟 と 𝑡𝑡で
変数分離すると 𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1

± 2𝐸𝐸 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟1 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟2
𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡 = ±
𝑚𝑚
2𝐸𝐸

𝑟𝑟
𝑟𝑟 − 𝑟𝑟1 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
∓𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 𝑎𝑎𝜀𝜀 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

2𝐸𝐸
𝑚𝑚 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 − 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 − 𝑎𝑎 1 + 𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
∓𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

−2𝐸𝐸𝑚𝑚 1 − cos𝜃𝜃 1 + cos𝜃𝜃

=
∓𝑎𝑎

−2𝐸𝐸𝑚𝑚

1 − 𝜀𝜀 cos 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑎𝑎𝜀𝜀 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃をもちいると𝑟𝑟1 = 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 , 𝑟𝑟2 = 𝑎𝑎 1 + 𝜀𝜀 ,
離心角 𝜃𝜃 を左図のように定義すると、 𝑟𝑟 = 𝑎𝑎 1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 と書ける。
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𝑑𝑑𝑑𝑑 =
±𝑎𝑎

− ⁄2𝐸𝐸 𝑚𝑚
1 − 𝜀𝜀 cos𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

両辺積分して 𝑡𝑡 =
±𝑎𝑎

− ⁄2𝐸𝐸 𝑚𝑚
𝜃𝜃 − 𝜀𝜀 sin𝜃𝜃 + 𝐶𝐶

𝑡𝑡 = 0で 𝜑𝜑 = 0 とすると 𝑡𝑡 =
±𝑎𝑎

− ⁄2𝐸𝐸 𝑚𝑚
𝜑𝜑 − 𝜀𝜀 sin𝜃𝜃

よって 𝑡𝑡 と 𝜑𝜑の関係式が得られたが、
𝐸𝐸 という未知数がはいったままなので、

𝑡𝑡 = 𝑇𝑇のとき 𝜑𝜑 = 2𝜋𝜋であるから

𝑇𝑇 =
2𝜋𝜋𝑎𝑎
− ⁄2𝐸𝐸 𝑚𝑚

∴ 𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

=
1
𝑎𝑎

− ⁄2𝐸𝐸 𝑚𝑚

𝑡𝑡 =
1
𝜔𝜔

𝜃𝜃 − 𝜀𝜀 sin𝜃𝜃

𝜔𝜔𝑡𝑡 = 𝜃𝜃 − 𝜀𝜀 sin𝜃𝜃

これをケプラー方程式という
（Kepler's equation）

これにより各時刻 𝑡𝑡 における
角度𝜃𝜃が求まり、𝑟𝑟 も求まる。
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これまでは質量がすべて中心に集まった質点からの万有引力を考えた。（左）

球（半径 𝑅𝑅0 ）の中心𝑂𝑂から𝑅𝑅の距離
の微小領域 𝑄𝑄を考え、その体積 𝑑𝑑𝑑𝑑
とし、その密度を 𝜌𝜌 𝑅𝑅 とする。

 大きさのある球体からの万有引力を考えてみる。

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑟𝑟

この球体から 𝑟𝑟だけ離れた点𝑃𝑃にある質量𝑚𝑚の質点にはたらく合力を求める。
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𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑥𝑥,𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑟𝑟
𝑠𝑠

𝜃𝜃

𝛼𝛼

𝑄𝑄

𝑅𝑅

𝑅𝑅0

𝑅𝑅
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𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑅𝑅

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧
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この微小体積の体積 𝑑𝑑𝑉𝑉の
質量は 𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑であるから
これによる引力の
𝑧𝑧軸方向の成分は

−𝐺𝐺
𝑚𝑚𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑠𝑠2 cos𝛼𝛼

cos𝛼𝛼

𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃

𝑠𝑠

= 𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑅𝑅𝑑𝑑𝜃𝜃 � 𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜑𝜑

−𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃

𝑠𝑠3 𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑

これを球体全体に対して積分すればよい

𝑅𝑅: 0 → 𝑅𝑅0
𝜃𝜃: 0 → 𝜋𝜋
𝜑𝜑: 0 → 2𝜋𝜋
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∴ 𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 cos𝜃𝜃
𝑠𝑠3 𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃

ここで 𝑠𝑠2 = 𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃 とかけるので、

2𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑟𝑟 − 2𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃

𝑅𝑅 と 𝜃𝜃 をとめて 𝑟𝑟で微分すると

∴
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 cos𝜃𝜃
𝑠𝑠

ゆえに
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑠𝑠

= −
1
𝑠𝑠2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃

𝑠𝑠3

となり、 はポテンシャル 𝑈𝑈 𝑟𝑟 である。

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑠𝑠 𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃

= −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 −𝐺𝐺𝐺𝐺�

0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠 ≡ −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑈𝑈 𝑟𝑟

では𝑈𝑈 𝑟𝑟 を求めよう。
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𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠

順次積分を考えよう。

𝜃𝜃 について 被積分関数は 𝜃𝜃 は含まないが、 𝑠𝑠を含むので積分しにくい。
そこで 𝜃𝜃 についての積分を 𝑠𝑠についての積分に変換する。

2𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜃𝜃 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅 sin𝜃𝜃

より𝑠𝑠2 = 𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃 𝑅𝑅 と 𝑟𝑟 をとめて 𝜃𝜃で微分すると

∴
1
𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑅𝑅 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝜑𝜑 について 被積分関数は 𝜑𝜑 を含まないので定数扱いであり
積分すると 2𝜋𝜋がでてくる

→ 𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −2𝜋𝜋𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃

𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠

→ 𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟 �

0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑟𝑟−𝑅𝑅

𝑟𝑟+𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌𝜌 𝑅𝑅 � 2𝜋𝜋𝑅𝑅

𝜃𝜃 0 → 𝜋𝜋

𝑠𝑠 𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 → 𝑟𝑟 + 𝑅𝑅
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𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟 �

0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑟𝑟−𝑅𝑅

𝑟𝑟+𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌𝜌 𝑅𝑅 � 2𝜋𝜋𝑅𝑅

これは全質量が中心に集まったときと
同じ引力がはたらくことを示している！！

被積分関数は 𝑠𝑠 を含まないので定数扱いであり
積分すると 𝑟𝑟 + 𝑅𝑅 − 𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅がでてくる

→ 𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟 �

0

𝑅𝑅0
𝜌𝜌 𝑅𝑅 � 4𝜋𝜋𝑅𝑅2 𝑑𝑑𝑑𝑑

球体の全質量である。

�
0

𝑅𝑅0
𝜌𝜌 𝑅𝑅 � 4𝜋𝜋𝑅𝑅2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑀𝑀

𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟∴ 𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟2

結局は質点として考えればいいことになるが、このような計算（考え方）は
様々な状態を計算するのに適用できる
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例えば地球の内部ではたらく万有引力を考えたとき、
質点よりも外の部分の影響を考えてみよう。

𝑥𝑥,
𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑠𝑠

𝑅𝑅𝑟𝑟

𝑄𝑄
𝑠𝑠1

𝑠𝑠2

𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝑅𝑅0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃�

0

2𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠

𝜃𝜃
𝛼𝛼

𝜃𝜃 に関する積分→ 𝑠𝑠に関する積分に変数変換

𝜃𝜃 0 → 𝜋𝜋

𝑠𝑠 𝑅𝑅 − 𝑟𝑟 → 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟

𝑠𝑠2 = 𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos 𝜃𝜃

→ −2𝜋𝜋𝐺𝐺𝐺𝐺�
0

𝜋𝜋
𝑑𝑑𝜃𝜃

𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅2 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠

1
𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑅𝑅 sin𝜃𝜃
𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜃𝜃

球殻に対して同様に考える

𝜑𝜑に関する積分→ 2𝜋𝜋

= −2𝜋𝜋𝐺𝐺𝐺𝐺 � 2𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅

𝑅𝑅 に関する積分→一定

= −𝐺𝐺 � 4𝜋𝜋𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅 � 𝑚𝑚

𝜃𝜃で微分すると 𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃

→ �
𝑅𝑅−𝑟𝑟

𝑅𝑅+𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑠𝑠
𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅
𝑟𝑟

=
𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅
𝑟𝑟

𝑅𝑅 − 𝑟𝑟 − 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 = 2𝜌𝜌 𝑅𝑅 𝑅𝑅
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𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺 � 4𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑅𝑅 𝑅𝑅 � 𝑚𝑚
 𝑟𝑟 によらない

 球殻ないであれば
どこにあってもポテンシャルが一定

一様な密度の球体の内部にある質点は、
その質点の位置を含む球殻の外側の質量からの万有引力は受けず、
内側の部分にある質量からの引力だけを受ける

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑈𝑈 𝑟𝑟 = 0

 球殻の内部では
外側の質量からの万有引力を受けない
(万有引力自体ははたらくが打ち消し合う)

𝑥𝑥,
𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑠𝑠

𝑅𝑅𝑟𝑟

𝑄𝑄
𝑠𝑠1

𝑠𝑠2

𝜃𝜃
𝛼𝛼



【本日のポイント】
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前回： ケプラーの法則（観測）から太陽の引力（数式化）を導出する

今回： 太陽の引力から惑星の運動（ケプラーの法則）を導出する

軌道 𝑟𝑟 =
𝑙𝑙

1 + 𝜀𝜀 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑0

周期 𝑇𝑇2

𝑎𝑎3
=

4𝜋𝜋2

𝐺𝐺𝐺𝐺
= 𝐶𝐶(const)

エネルギー積分 𝐸𝐸 =
1
2
𝑚𝑚 𝑟̇𝑟2 + 𝑟𝑟𝜑̇𝜑 2 − 𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟

𝜔𝜔𝑡𝑡 = 𝜑𝜑 − 𝜀𝜀 sin𝜑𝜑

：楕円軌道
（第一法則）

：第二法則

面積速度の関係

：ケプラー方程式
（第三法則）

球体によるポテンシャル
𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺

𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺
𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑟𝑟2

全質量が中心に
集まったときと同じ

球殻内部のポテンシャル

𝑈𝑈 𝑟𝑟 = −𝐺𝐺 � 4𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑅𝑅 𝑅𝑅 � 𝑚𝑚
= Const

𝑓𝑓 𝑟𝑟 = 0

球殻の外側の質量からの
万有引力は受けない
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