
力学 I

【今日の内容】
微分方程式（２）
運動とエネルギー
• 単振動
• 単振り子
• 1次元運動におけるエネルギー

（第４回）運動とエネルギー（２）

担当教員：西沢望（S-301）： nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp

クラスコード：vtxbpjsi



【前回の数学範囲の復習】 微分方程式
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1. 直接積分形 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶 (𝐶𝐶は任意定数)

2. 変数分離形 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑔𝑔 𝑡𝑡 � ℎ 𝑥𝑥 �

1
ℎ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

3. 定数係数２階同次線形常微分方程式

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 0

① 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおき、特性方程式を解く
② 特性方程式を解き、基本解𝑋𝑋1,𝑋𝑋2を出す
③ 基本解の線形結合が一般解となる

（i） 相異実数解
（ii）重解
（iii）相異共役虚数解

𝑋𝑋 = 𝐶𝐶1𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2𝑒𝑒𝜆𝜆2𝑡𝑡

𝑋𝑋 = 𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑡𝑡 𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡

𝑋𝑋 = 𝑒𝑒𝛼𝛼𝑡𝑡 𝐶𝐶1 cos𝛽𝛽𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin𝛽𝛽𝑡𝑡
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4. 定数係数２階非同次線形常微分方程式
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑅𝑅 ⋯ 1 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅は定数

1 において定数項を 𝑅𝑅 = 0 とした式 2 を 1 に対する
同伴方程式（companion equation）と呼ぶ。

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 0 ⋯ 2

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑅𝑅 ⋯ 1

それぞれの一般解、特殊解をそれぞれ

𝑥𝑥 𝑥𝑥0

𝑋𝑋 とおく

𝑥𝑥 と 𝑥𝑥0は 1 の解であるから 𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑥𝑥 + 𝑃𝑃

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑅𝑅 ⋯ 3

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑥𝑥0 + 𝑃𝑃

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥0 + 𝑄𝑄𝑥𝑥0 = 𝑅𝑅 ⋯ 4

コレを知りたい

さっき求めた



3 − 4 より 𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑥𝑥0 + 𝑃𝑃

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥0 + 𝑄𝑄 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 = 0

すなわち、

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 + 𝑃𝑃

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 + 𝑄𝑄 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 = 0

この式は 2 の形なので、 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 が 2 の解 𝑋𝑋であることを表している
𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 ∴ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 + 𝑋𝑋

あとはこれだけ
求めれば良い！！

1 の一般解

同伴方程式 2 の一般解
1 の特殊解

非同次微分方程式の特殊解は
𝑅𝑅が単純な形の場合は以下のように求める。

i. 𝑅𝑅がn次の整式のとき  𝐴𝐴𝑡𝑡𝑛𝑛 + 𝐵𝐵𝑡𝑡𝑛𝑛−1 + ⋯
ii. 𝑅𝑅が𝑘𝑘𝑒𝑒𝑟𝑟𝑟𝑟のとき  𝐴𝐴𝑒𝑒𝑟𝑟𝑟𝑟
iii. 𝑅𝑅が𝑘𝑘 sin 𝑟𝑟𝑟𝑟 +ℎ cos 𝑟𝑟𝑟𝑟のとき  𝐴𝐴 sin 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐵𝐵 cos 𝑟𝑟𝑟𝑟

であると予測して満たす解を探す ： 未定係数法
（Method of Undetermined Coefficients）



例題１ 定数係数２階非同次線形常微分方程式

1
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

− 3
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2𝑥𝑥 = 2𝑡𝑡 + 1

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑡𝑡1 + 𝐵𝐵 とおいて代入すると
𝑑𝑑𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴 𝑑𝑑2𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 0

0 − 3𝐴𝐴 + 2 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 2𝑡𝑡 + 1
2𝐴𝐴𝐴𝐴 + −3𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 = 2𝑡𝑡 + 1
∴ 𝐴𝐴 = 1,𝐵𝐵 = 2
𝑥𝑥0 = 𝑡𝑡 + 2

であるから

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

− 3
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2𝑥𝑥 = 0

同伴方程式は

𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおくと特性方程式は
𝜆𝜆2 − 3𝜆𝜆 + 2 = 0

𝜆𝜆 − 1 𝜆𝜆 − 2 = 0
𝜆𝜆 = 1, 2

よって同伴方程式の一般解は
𝑋𝑋 = 𝐶𝐶1𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2𝑒𝑒2𝑡𝑡

∴ 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 2 + 𝐶𝐶1𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2𝑒𝑒2𝑡𝑡



例題１ 定数係数２階非同次線形常微分方程式

2
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑥𝑥 = 4𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 とおいて代入すると
𝑑𝑑𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 𝑑𝑑2𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 + 2𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 = 4𝑒𝑒𝑡𝑡

4𝐴𝐴𝑒𝑒𝑡𝑡 = 4𝑒𝑒𝑡𝑡

∴ 𝐴𝐴 = 1
𝑥𝑥0 = 𝑒𝑒𝑡𝑡

であるから

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑥𝑥 = 0

同伴方程式は

𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおくと特性方程式は
𝜆𝜆2 + 2𝜆𝜆 + 1 = 0

𝜆𝜆 + 1 2 = 0
𝜆𝜆 = 1

よって同伴方程式の一般解は
𝑋𝑋 = 𝐶𝐶1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶2 𝑒𝑒𝑡𝑡

∴ 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶2 𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐶𝐶1′ + 𝑡𝑡𝐶𝐶2 𝑒𝑒𝑡𝑡



∴ 𝑥𝑥 = −
1
2 sin 2𝑥𝑥 + cos 2𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑡𝑡 𝐶𝐶1 cos 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin 𝑡𝑡

例題１ 定数係数２階非同次線形常微分方程式

3
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

− 2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2𝑥𝑥 = 5 sin2𝑡𝑡

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 sin 2𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 cos 2𝑥𝑥 とおいて
代入すると

𝑑𝑑𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝐴𝐴 cos 2𝑥𝑥 − 2𝐵𝐵 sin 2𝑥𝑥

𝑑𝑑2𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑑𝑑2 = −4𝐴𝐴 sin 2𝑥𝑥 − 4𝐵𝐵 cos2𝑥𝑥

∴ 𝐴𝐴 = −
1
2

,𝐵𝐵 = 1 𝑥𝑥0 = −
1
2 sin 2𝑥𝑥 + cos2𝑥𝑥

であるから、代入して整理すると

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2𝑥𝑥 = 0同伴方程式は

𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおくと特性方程式は
𝜆𝜆2 − 2𝜆𝜆 + 2 = 0
𝜆𝜆 = 1 ± 𝑖𝑖

よって同伴方程式の一般解は
𝑋𝑋 = 𝑒𝑒𝑡𝑡 𝐶𝐶1 cos 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin 𝑡𝑡

−4𝐴𝐴 + 4B + 2A sin 2𝑥𝑥 + −4𝐵𝐵 − 4𝐴𝐴 + 2𝐴𝐴 cos 2𝑥𝑥 = 5 sin 2𝑡𝑡 + 0 � cos 2𝑥𝑥
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運動方程式の立て方
① 物体に力を探し尽くす

② 状況を理想化する

③ 適切な軸を選ぶ

④ 運動方程式を立てる

空気の
抵抗力

𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑥𝑥

𝑁𝑁

𝑚𝑚𝑚𝑚

摩擦力
（frictional force）

𝐹𝐹

摩擦力

運動方向にはたらく力 𝑓𝑓

𝐹𝐹′
𝐹𝐹0

0

𝐹𝐹0 = 𝜇𝜇𝜇𝜇

𝐹𝐹′ = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
動かない

動き始める

動く

最大摩擦力

動摩擦力



単振動（調和振動）
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フックの法則 （Hooke’s law）
ばねの伸びは力の大きさに比例する

バネの復元力 𝑭𝑭 N 、
バネの伸びを 𝑥𝑥 m とすると、

𝑭𝑭 = −𝑘𝑘𝒙𝒙

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0

𝑘𝑘 ⁄N m をばね定数
（Spring constant）と呼ぶ𝐹𝐹 = −𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑥𝑥

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥0

手を離した後の𝑥𝑥軸方向の運動を考える

𝐹𝐹 = 𝑘𝑘𝑥𝑥1

𝐹𝐹 = −𝑘𝑘𝑘𝑘 運動方程式は、



単振動（調和振動）
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𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑘𝑘 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥0

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥0とおくと

𝑚𝑚
𝑑𝑑2 𝑦𝑦 𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0

𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑦𝑦 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑡𝑡

𝑑𝑑2𝑦𝑦 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 0

定数係数２階同次
線形常微分方程式

𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおくと特性方程式は

𝜆𝜆2 + 0𝜆𝜆 +
𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 0 𝜆𝜆 = ±

𝑘𝑘
𝑚𝑚 𝑖𝑖

一般解は

よって

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶1 cos
𝑘𝑘
𝑚𝑚 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin

𝑘𝑘
𝑚𝑚 𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶1 cos
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶1 cos
𝑘𝑘
𝑚𝑚 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin

𝑘𝑘
𝑚𝑚 𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0

特殊解を求める。

初期条件として 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎 と 𝑥̇𝑥 0 = 𝑣𝑣 0 = 𝑣𝑣0 とすると、

𝑥𝑥 0 = 𝐶𝐶1 + 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎

𝑥̇𝑥 𝑡𝑡 = −𝐶𝐶1
𝑘𝑘
𝑚𝑚

sin
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2

𝑘𝑘
𝑚𝑚

cos
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡

𝑥̇𝑥 0 = 𝐶𝐶2
𝑘𝑘
𝑚𝑚

= 𝑣𝑣0

∴ 𝐶𝐶1 = 𝑎𝑎

∴ 𝐶𝐶2 = 𝑣𝑣0
𝑚𝑚
𝑘𝑘

∴ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 cos
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝑣𝑣0

𝑚𝑚
𝑘𝑘

sin
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴 sin 𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝛿𝛿 − 𝑥𝑥0

この式は次のように書き換えられる

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔 とおくと 𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 +

𝑣𝑣0
𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0

（Amplitude）振幅 位相 𝜃𝜃 （Phase）

位相定数 𝛿𝛿 (Phase constant)
初期位相 𝛿𝛿 (Initial phase)

角振動数𝜔𝜔
(Angular frequency)

𝑡𝑡
𝛿𝛿

𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜃𝜃

𝐴𝐴

𝑇𝑇

𝑎𝑎
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𝑡𝑡
𝛿𝛿

𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜃𝜃

𝐴𝐴

𝑇𝑇

角振動数 𝜔𝜔 ⋯単位時間あたりの位相変化

周期 𝑇𝑇 𝑇𝑇 =
2𝜋𝜋
𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋

𝑚𝑚
𝑘𝑘

振動数 𝜈𝜈
𝜈𝜈 =

1
𝑇𝑇 =

𝜔𝜔
2𝜋𝜋 =

1
2𝜋𝜋

𝑘𝑘
𝑚𝑚

このような定点からの距離に比
例する力を受けて
定点を中心に振動する系を
調和振動（harmonic oscillator）
という
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𝑦𝑦

𝑧𝑧１つの質点を吊り下げた振り子（単振り子）
運動自体は２次元的であるが、 𝑟𝑟固定で 𝜃𝜃のみの
１次元運動とみなせる

𝜃𝜃

𝑚𝑚𝒈𝒈

𝜃𝜃

変位を円弧の長さ 𝑠𝑠 とすると
𝑠𝑠 = 𝑙𝑙𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜃𝜃

𝑠𝑠方向の速度 𝑣𝑣は

𝑣𝑣 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑙𝑙
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑

微分

𝑠𝑠方向の加速度 𝑎𝑎は 微分

𝑎𝑎 =
𝑑𝑑2𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 𝑙𝑙
𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑2

よって、運動方程式は

𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜃𝜃
𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −
𝑔𝑔
𝑙𝑙

sin𝜃𝜃

𝑠𝑠
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𝑦𝑦

𝜃𝜃

𝑚𝑚𝒈𝒈

𝜃𝜃

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −
𝑔𝑔
𝑙𝑙

sin𝜃𝜃

𝜃𝜃 ≪ 1のとき、 sin𝜃𝜃~𝜃𝜃

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= −
𝑔𝑔
𝑙𝑙
𝜃𝜃 = −𝜔𝜔2𝜃𝜃 𝜔𝜔 =

𝑔𝑔
𝑙𝑙

𝑑𝑑2𝜃𝜃 𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔2𝜃𝜃 𝑡𝑡 = 0 定数係数２階同次

線形常微分方程式

𝜃𝜃 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑡𝑡 とおくと特性方程式は
𝜆𝜆2 + 0𝜆𝜆 + 𝜔𝜔2 = 0 𝜆𝜆 = ±𝜔𝜔𝑖𝑖

一般解は 𝜃𝜃 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶1 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin𝜔𝜔𝑡𝑡

𝜃𝜃 0 = 𝜃𝜃0 、 𝜃̇𝜃 0 = 0 とすると、

𝐶𝐶1 = 𝜃𝜃0 、𝐶𝐶2 = 0 ∴ 𝜃𝜃 𝑡𝑡 = 𝜃𝜃0 cos𝜔𝜔𝑡𝑡

𝑠𝑠

𝑧𝑧
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𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝜃𝜃

𝑠𝑠

𝑡𝑡

𝑠𝑠

𝑇𝑇

角振動数 𝜔𝜔

周期 𝑇𝑇 𝑇𝑇 =
2𝜋𝜋
𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋

𝑙𝑙
𝑔𝑔

𝜔𝜔 =
𝑔𝑔
𝑙𝑙

単振り子の等時性（isochronism）
弦の長さに対して振幅が十分に小さければ、
sin𝜃𝜃 ≅ 𝜃𝜃 錘の質量の大小に関わらず弦の
長さのみで周期がきまる

振動数 𝜈𝜈 𝜈𝜈 =
1
𝑇𝑇 =

𝜔𝜔
2𝜋𝜋 =

1
2𝜋𝜋

𝑘𝑘
𝑚𝑚

𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋
𝑙𝑙
𝑔𝑔�
𝑛𝑛=0

∞
2𝑛𝑛 − 1 ‼
2𝑛𝑛 ‼

2

sin2𝑛𝑛
𝜃𝜃0
2

近似と用いずに解くと



1次元の運動とエネルギー 17

運動方程式 𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 𝑓𝑓 𝑥𝑥

両辺に ⁄𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 を掛けると

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2 = 2𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑑𝑑

ここで

= 2
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

であるから
1
2
𝑚𝑚
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

両辺を 𝑡𝑡で積分すると

�
𝑡𝑡=𝑡𝑡0

𝑡𝑡 1
2
𝑚𝑚
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑡𝑡=𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑓𝑓 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

置換積分より

1
2
𝑚𝑚 𝑣𝑣 𝑡𝑡 2 − 𝑣𝑣 𝑡𝑡0 2

= �
𝑥𝑥 𝑡𝑡0

𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2
𝑚𝑚�

𝑡𝑡=𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑑𝑑 𝑣𝑣2 = �

𝑥𝑥 𝑡𝑡0

𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

ここで

𝑈𝑈 𝑥𝑥 = −�
𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

と定義すると
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1
2
𝑚𝑚 𝑣𝑣 𝑡𝑡 2 − 𝑣𝑣 𝑡𝑡0 2 = �

𝑥𝑥 𝑡𝑡0

𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

ここで 𝑈𝑈 𝑥𝑥 = −�
𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 と定義すると

𝑈𝑈 𝑥𝑥 − 𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑡𝑡0 = −�
𝑥𝑥 𝑡𝑡0

𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = −
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣 𝑡𝑡 2 + 𝑈𝑈 𝑥𝑥 =

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣 𝑡𝑡0 2 + 𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑡𝑡0

運動エネルギー
（Kinetic energy）

𝐾𝐾

位置エネルギー
（Potential energy）

𝑈𝑈
⟹ 𝐸𝐸 = 𝐾𝐾 + 𝑈𝑈
力学的エネルギー
（mechanical energy）

:力学的エネルギー保存の法則
（law of conservation of energy）

= const
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−𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑥𝑥 ℎ
𝑥𝑥

𝑓𝑓 = −𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑈𝑈 𝑥𝑥 = −�
𝑥𝑥
−𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝐸𝐸 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝐸𝐸0 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑈𝑈 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝐾𝐾 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2

𝑥𝑥

𝑓𝑓 = −𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑈𝑈 𝑥𝑥 = −�
𝑥𝑥
−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2𝑘𝑘𝑥𝑥

2

𝐸𝐸 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2 +
1
2 𝑘𝑘𝑥𝑥

2

𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝐸𝐸0

𝑈𝑈 =
1
2 𝑘𝑘𝑥𝑥

2

𝐾𝐾 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2

：弾性エネルギー
（Elastic energy）
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 +
𝑣𝑣0
𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡

単振動における質点の位置と速度の式からエネルギー保存則が成り立つことを示せ。

𝑥̇𝑥 𝑡𝑡 = −𝑎𝑎𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑣𝑣0 cos𝜔𝜔𝑡𝑡

𝐸𝐸 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2 +
1
2 𝑘𝑘𝑥𝑥

2

=
1
2
𝑚𝑚 −𝑎𝑎𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑣𝑣0 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 2 +

1
2
𝑘𝑘 𝑎𝑎 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 +

𝑣𝑣0
𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡

2

微分

=
1
2 �

�

𝑎𝑎2𝜔𝜔2𝑚𝑚 sin2 𝜔𝜔𝑡𝑡 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑣𝑣0 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑣𝑣02 cos2 𝜔𝜔𝑡𝑡

+ 𝑎𝑎2𝑘𝑘 cos2 𝜔𝜔𝑡𝑡 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑣𝑣0
𝜔𝜔 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑘𝑘

𝑣𝑣0
𝜔𝜔

2
sin2 𝜔𝜔𝑡𝑡

=
1
2

{
}

𝑎𝑎2𝑘𝑘 sin2 𝜔𝜔𝑡𝑡 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜔𝜔𝑣𝑣0 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑣𝑣02 cos2 𝜔𝜔𝑡𝑡
+ 𝑎𝑎2𝑘𝑘 cos2 𝜔𝜔𝑡𝑡 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜔𝜔𝑣𝑣0 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑣𝑣02 sin2 𝜔𝜔𝑡𝑡

=
1
2 𝑎𝑎2𝑘𝑘 + 𝑚𝑚𝑣𝑣02 = const
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𝑥𝑥

𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝐸𝐸0

𝑈𝑈 =
1
2 𝑘𝑘𝑥𝑥

2

𝐾𝐾 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2

𝑡𝑡
𝛿𝛿

𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜃𝜃

𝐴𝐴

𝑇𝑇

⟹ 𝐸𝐸 = 𝐾𝐾 + 𝑈𝑈
:力学的エネルギー保存の法則
（law of conservation of energy）

= const
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