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微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

第 5 回 多変数関数の積分（1） 
 
今回のポイント 

第 5 章 重積分法 

5.1 ２重積分 （教 P.146～） 

 ２重積分の定義 

２重積分のイメージは、 
“右上図のように 𝑥𝑥𝑥𝑥 平面上の領域 𝐷𝐷 についての 𝑧𝑧 =
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) の積分を考える。𝑥𝑥𝑖𝑖−1から𝑥𝑥𝑖𝑖までと𝑦𝑦𝑖𝑖−1から𝑦𝑦
までで定義される小領域𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 における𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) を

高さとする角柱の総和をとってこの小領域を無限に小

さくした体積”である。 
 
右下図のように 𝑥𝑥𝑥𝑥 平面上の領域 𝐷𝐷 を 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0,⋯𝑥𝑥𝑖𝑖−1, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,⋯𝑥𝑥𝐿𝐿 
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦0,⋯𝑦𝑦𝑗𝑗−1, 𝑦𝑦𝑗𝑗,⋯𝑦𝑦𝑁𝑁 

で囲んだ𝐿𝐿 × 𝑁𝑁個の長方形で区切り、 
𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖  
𝑦𝑦𝑗𝑗−1 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑦𝑦𝑗𝑗 

でできる長方形を∆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 とする。その面積 ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 は∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1)�𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝑦𝑦𝑗𝑗−1� となる。 
ここで、小領域𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 における𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) の最大値を𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 、最小値を𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖とおく 
領域𝐷𝐷 に含まれる小領域∆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 の総和をΣsmall、領域𝐷𝐷を完全に含む小領域∆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 の総和を

Σlargeとすると、 
Σsmall𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 ≦ Σlarge

or
small

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖) ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 ≦ Σlarge𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 

 
 

1. 2 重積分の基本 
2. 累次積分 
3. 積分順序の交換 

底面積も高さも最小

をとったときの総和 
底面積も高さも最大

をとったときの総和 
これをリーマン和と

呼ぶ 
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ここで、小領域∆𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖の各一辺∆𝑥𝑥,∆𝑦𝑦 を 0 に近づけたときに、上式の左右各辺がそれぞれを同じ

値𝑉𝑉 に収束するとき、すなわち、 

lim
∆𝑥𝑥→0
∆𝑦𝑦→0

Σsmall𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = lim
∆𝑥𝑥→0
∆𝑦𝑦→0

Σlarge𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑉𝑉 

のとき、はさみうちの原理から中辺のリーマン和も𝑉𝑉 に収束する。 
この𝑉𝑉 を関数𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) の領域𝐷𝐷 における重積分と定義し、 

� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

   または    � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑆𝑆
𝐷𝐷

 

などと表す。（𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 を面積要素 とよぶ） 

 
重積分が存在するための条件は、領域 𝐷𝐷 内で連続かつ有界であればいい。 
重積分の基本性質は 

 

定理 2~4 重積分の基本性質 
＜線形性＞ 

  (1)  � �𝑘𝑘𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�± ℎ𝑔𝑔�𝑥𝑥，𝑦𝑦��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

= 𝑘𝑘� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

± ℎ� 𝑔𝑔�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

 

＜積分領域の加法性＞ 

  (2)  � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

= � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷1

+� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷2

 

＜2 重積分の単調性＞ 
  (3)  領域𝐷𝐷上で𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ならば、               特に、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 0 ならば、 

      ∬ 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷 ≥ ∬ 𝑔𝑔�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷   ∬ 𝑓𝑓 �𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷 ≥ 0 

＜2 重積分の不等式＞ 

       � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

≤ �� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

� ≤ � �𝑓𝑓 �𝑥𝑥，𝑦𝑦��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

 

定理 1 重積分の定義 
有界閉領域𝐷𝐷において連続かつ有界な関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)にたいして、 

lim
∆𝑥𝑥→0
∆𝑦𝑦→0

Σsmall𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = lim
∆𝑥𝑥→0
∆𝑦𝑦→0

Σlarge𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ∆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑉𝑉 

となるとき、 𝐷𝐷 における𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の 2 重積分は 

� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

= � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑆𝑆
𝐷𝐷

= 𝑉𝑉 
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 累次積分 

具体的な積分の計算をおこなう場合、𝑥𝑥と𝑦𝑦に順序を付けて積分をおこなう。 
これを累次積分という。 

 

 

定理 7 縦線形領域での累次積分 
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)が領域𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏, 𝜑𝜑1(𝑥𝑥) ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝜑𝜑2(𝑥𝑥)}において連続であれば、 

� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜑𝜑2(𝑥𝑥)

𝜑𝜑1(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)が領域𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| 𝑐𝑐 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑, 𝜓𝜓1(𝑦𝑦) ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜓𝜓2(𝑦𝑦)}において連続であれば、 

� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝜓𝜓2(𝑦𝑦)

𝜓𝜓1(𝑦𝑦)
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
 
 
 
 
 

定理 5 重積分の平均値の定理 
𝐷𝐷において𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が連続であれば、 

       � 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝜀𝜀, 𝜂𝜂)|𝐷𝐷| 

となるような点(𝜀𝜀, 𝜂𝜂)が𝐷𝐷 内に存在する 

定理 6 長方形領域での累次積分 
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)が長方形領域 
𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏,   𝑐𝑐 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑}において 
連続であれば、 

� 𝑓𝑓�𝑥𝑥，𝑦𝑦�
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑 

※  𝑥𝑥 軸方向と𝑦𝑦 軸方向のどちらから積分しても構わない 
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例 3 
𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 2, 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 2𝑥𝑥} のとき 

� 𝑒𝑒
𝑦𝑦
𝑥𝑥

𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �� 𝑒𝑒

𝑦𝑦
𝑥𝑥

2𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1
 

= � �𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑥𝑥�
𝑥𝑥

2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1
= � 𝑥𝑥(𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1
= �

𝑥𝑥2

2
(𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒)�

1

2

=
3
2
𝑒𝑒(𝑒𝑒 − 1) 

 

例 4 
3 直線𝑦𝑦 = 0, 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 1 = 0, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1 = 0 で囲まれた閉領域𝐷𝐷とすると、 

𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1, 𝑦𝑦 − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ −𝑦𝑦 + 1} と表されるので、 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
−𝑦𝑦+1

𝑦𝑦−1
𝑑𝑑𝑑𝑑 

とすることもできる（下図左）。また、2 つの領域に分割して、 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝐷𝐷1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝐷𝐷2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
0

−1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑥𝑥+1

0
𝑑𝑑𝑦𝑦 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
−𝑥𝑥+1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

とすることもできる（下図右）。 
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 積分順序の交換 

𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 2𝑥𝑥} における 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 の重積分𝑉𝑉を求

める。 

(i) 𝑥𝑥 を固定して 𝑦𝑦 を先に積分する場合 

𝑉𝑉 = � (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
2𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �𝑥𝑥𝑥𝑥 +
𝑦𝑦2

2
�
0

2𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
= � �2𝑥𝑥2 +

(2𝑥𝑥)2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 

= � 4𝑥𝑥2
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

4𝑥𝑥3

3
�
0

1

=
4
3

 

(ii) 𝑦𝑦 を固定して 𝑥𝑥 を先に積分する場合 

𝑉𝑉 = � (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦
2

𝑑𝑑𝑑𝑑�
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �
𝑥𝑥2

2
+ 𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑦𝑦
2

1

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
= � �

1
2

+ 𝑦𝑦 −
𝑦𝑦2

8
−
𝑦𝑦2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
 

= � �−
5𝑦𝑦2

8
+ 𝑦𝑦 +

1
2
�

2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �−

5𝑦𝑦3

24
+
𝑦𝑦2

2
+
𝑦𝑦
2
�
0

2

=
4
3
 

このように、定理 7 に基づいて 2 通りの累次積分で表すことができるの

で、積分が煩雑になる場合には適宜順序を交換することができる。 

例 5 

� 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 の順序を交換してみよう。 

領域 𝐷𝐷 は 𝑥𝑥 についての縦線形領域と見れば、𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥2}であるが、 

𝑦𝑦 についての縦線形領域と見れば、𝐷𝐷 = �(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1, �𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1�であるので、 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
1

√𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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例題 1 

� 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

−𝟏𝟏
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒚𝒚+𝟐𝟐

𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅 の順序を交換してみよう。 

領域 𝐷𝐷 は下図左のようにとれば、𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| − 1 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 2, 𝑦𝑦2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 + 2}である。 

一方、下図右のように取る場合には小閉領域𝐷𝐷1 および𝐷𝐷1に分かれて、 

𝐷𝐷1 = �(𝑥𝑥,𝑦𝑦)| 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1,   − √𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 ≤ √𝑥𝑥� 

𝐷𝐷1 = �(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4,   𝑥𝑥 − 2 ≤ 𝑦𝑦 ≤ √𝑥𝑥� 

となるので、 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

−1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑦𝑦+2

𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
√𝑥𝑥

−√𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

4

1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
√𝑥𝑥

𝑥𝑥−2
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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問 6 
 次の累次積分の積分順序を交換せよ 

(𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟒𝟒

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝟐𝟐

�𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
4

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2

√𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

(𝟐𝟐)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟑𝟑

𝟐𝟐
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟏𝟏
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
3

2
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑥𝑥2

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

4

1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
3

2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

9

4
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
3

√𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

(𝟑𝟑)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 + � 𝒅𝒅𝒅𝒅

𝟐𝟐

𝟏𝟏
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝟐𝟐−𝒙𝒙

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
2−𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑  = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
−𝑦𝑦+2

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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【問題集】 

 累次積分 

次の二重積分を求めよ。 

   (𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒂𝒂 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝒃𝒃, 𝒄𝒄 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒅𝒅} 

   (𝟐𝟐)    � 𝒙𝒙𝒚𝒚𝟐𝟐
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ �𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐� 

   (𝟑𝟑)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 + 𝟐𝟐� 

   (𝟒𝟒)    � 𝒙𝒙𝒙𝒙(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

   (𝟓𝟓)    � 𝒆𝒆𝒑𝒑𝒑𝒑+𝒒𝒒𝒒𝒒
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

   (𝟔𝟔)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙+ 𝟐𝟐𝟐𝟐)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤
𝝅𝝅
𝟐𝟐

, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙� 

   (𝟕𝟕)    � √𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝒙𝒙� 

   (𝟖𝟖)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

   (𝟗𝟗)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|   𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ �𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐� 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟏𝟏 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟏𝟏 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟑𝟑, 𝟏𝟏 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙} 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏 −
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟒𝟒
� 

   (𝟏𝟏𝟑𝟑)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒂𝒂

𝟎𝟎
� 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 
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   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝝅𝝅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒓𝒓𝟑𝟑 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝜽𝜽
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 

   (𝟏𝟏𝟓𝟓)    � 𝒅𝒅𝒚𝒚
𝝅𝝅

𝟎𝟎
� 𝒚𝒚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)
𝝅𝝅

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒆𝒆

𝒚𝒚
𝒙𝒙

𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝝅𝝅
𝟒𝟒

𝟎𝟎
�

𝒓𝒓
(𝟏𝟏 + 𝒓𝒓𝟐𝟐)𝟐𝟐

√𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| √𝒙𝒙 + �𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏�における𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒚𝒚 の重積分𝐕𝐕を 

     � �� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒈𝒈𝟐𝟐(𝒙𝒙)

𝒈𝒈𝟏𝟏(𝒙𝒙)
𝒅𝒅𝒅𝒅�

𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  の形で求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| √𝒙𝒙 + �𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏�における𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒚𝒚 の重積分𝐕𝐕を 

     � �� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒉𝒉(𝒚𝒚)

𝒉𝒉𝟏𝟏(𝒚𝒚)
𝒅𝒅𝒅𝒅�

𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  の形で求めよ。 

 
次の二重積分を𝒙𝒙での積分と𝒚𝒚での積分の順序を変えて 2 通りに計算せよ。 

(𝟏𝟏)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟐𝟐] 

(𝟐𝟐)    � �𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟏𝟏] 

(𝟑𝟑)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝝅𝝅] × �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟐𝟐
� 

 
次の二重積分を計算せよ。 

(𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝟑𝟑𝒚𝒚𝟐𝟐
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟏𝟏] 

(𝟐𝟐)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟑𝟑
� × �𝟎𝟎,

𝝅𝝅
𝟔𝟔
� 

(𝟑𝟑)    � 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟔𝟔
� 
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(𝟒𝟒)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎, 𝒚𝒚 ≥ 𝟎𝟎, 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 ≤ 𝝅𝝅} 

(𝟓𝟓)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|  𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐�  

(𝟔𝟔)    � 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|  𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏, 𝒚𝒚 ≥ 𝟎𝟎�  

 

 積分順序の交換 

次の累次積分の積分順序を交換し、その値を求めよ。 

   (𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚
𝟏𝟏

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟐𝟐)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝝅𝝅

𝟎𝟎
� 𝒚𝒚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)
𝒙𝒙

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟑𝟑)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝝅𝝅𝒚𝒚𝟐𝟐�
𝟏𝟏

𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟒𝟒)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒆𝒆−𝒙𝒙𝟐𝟐
𝟏𝟏

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟓𝟓)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟔𝟔)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒂𝒂

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝟐𝟐𝟐𝟐−𝒚𝒚

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟕𝟕)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� �𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝒚𝒚
𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟖𝟖)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟏𝟏
� 𝒚𝒚𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙
𝟏𝟏

𝟏𝟏
𝒙𝒙

𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟗𝟗)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒚𝒚+𝟐𝟐

𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  
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   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟗𝟗

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
√𝑥𝑥

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

−𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� �𝟏𝟏 − 𝒚𝒚𝟐𝟐
𝟏𝟏

𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒆𝒆

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝟐𝟐

𝟏𝟏

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟑𝟑

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

−𝟏𝟏
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝟐𝟐�𝟏𝟏−𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

 
次の累次積分を積分順序を換えて 2 通りで計算せよ。 

(𝟏𝟏)   � 𝒙𝒙𝟑𝟑𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙}  

(𝟐𝟐)   � (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟐𝟐𝟐𝟐}  

(𝟑𝟑)   � (𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒚𝒚 ≥ 𝒙𝒙𝟐𝟐,   𝒙𝒙 ≥ 𝒚𝒚𝟐𝟐�  

  



 
 
 

12 
 

微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

【解答】 

 累次積分 

教科書 P.153 問 5 (演習に出題) 
次の二重積分を求めよ。 

   (𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒂𝒂 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝒃𝒃, 𝒄𝒄 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒅𝒅} 

 � 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
�𝑥𝑥
𝑦𝑦2

2
�
𝑐𝑐

𝑑𝑑

= � 𝑥𝑥
𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝑥𝑥2

2
𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2

2
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏

=
(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2)(𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2)

4
 

   (𝟐𝟐)    � 𝒙𝒙𝒚𝒚𝟐𝟐
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ �𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐� 

 � 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑥𝑥𝑦𝑦2
√1−𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
�𝑥𝑥
𝑦𝑦3

3
�
0

√1−𝑥𝑥2

= � 𝑥𝑥
�√1− 𝑥𝑥2�

3

3
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 

ここで𝑥𝑥 = cos 𝜃𝜃 とおくと、𝑥𝑥 が 0 → 1 のとき、 𝜃𝜃 は 𝜋𝜋
2
→ 0 で、𝑑𝑑𝑑𝑑 = − sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑なので、 

=
1
3
� cos 𝜃𝜃 sin4 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
=

1
3
�
sin5 𝜃𝜃

5
�
0

𝜋𝜋
2

=
1

15
 

   (𝟑𝟑)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 + 𝟐𝟐� 

 𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦 + 2 より交点は𝑦𝑦 = −1, 2 なので 

 � 𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑦𝑦
2

−1
� 𝑦𝑦
𝑦𝑦+2

𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

−1
𝑦𝑦[𝑥𝑥]𝑦𝑦2

𝑦𝑦+2 = � (𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦 − 𝑦𝑦3)𝑑𝑑𝑑𝑑
2

−1
= �

𝑦𝑦3

3
+ 𝑦𝑦2 −

𝑦𝑦4

4
�
−1

2

=
9
4
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教科書 P.176 演習問題 5-A. 1. (演習、レポートに出題) 
次の二重積分を求めよ。 

   (𝟒𝟒)    � 𝒙𝒙𝒙𝒙(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

 � 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �𝑥𝑥2 �
𝑦𝑦2

2
�
0

1

− 𝑥𝑥 �
𝑦𝑦3

3
�
0

1

�
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �

𝑥𝑥2

2
−
𝑥𝑥
3
�𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
= �

𝑥𝑥3

6
−
𝑥𝑥2

6
�
0

2

=
2
3

 

   (𝟓𝟓)    � 𝒆𝒆𝒑𝒑𝒑𝒑+𝒒𝒒𝒒𝒒
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑞𝑞𝑞𝑞
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
�
1
𝑞𝑞
𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑞𝑞𝑞𝑞�

0

1

=
1
𝑞𝑞
� {𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑞𝑞 − 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝}𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
=

1
𝑝𝑝𝑞𝑞

[𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑞𝑞 − 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝]01 

=
1
𝑝𝑝𝑝𝑝

(𝑒𝑒𝑝𝑝 − 1)(𝑒𝑒𝑞𝑞 − 1) 

   (𝟔𝟔)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙+ 𝟐𝟐𝟐𝟐)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤
𝝅𝝅
𝟐𝟐

, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙� 

� 𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
� sin(𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
[cos(𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦)]0𝑥𝑥 = −

1
2
� cos 3𝑥𝑥 − cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
= −

1
2
�
1
3

sin 3𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥�
0

𝜋𝜋
2

=
2
3
 

   (𝟕𝟕)    � √𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝒙𝒙� 

 左図より 

 � √𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� √𝑥𝑥
√𝑥𝑥−𝑥𝑥2

−√𝑥𝑥−𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 2𝑥𝑥√1 − 𝑥𝑥

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

ここで√1 − 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 とおくと、𝑥𝑥 が 0 → 1 のとき、 𝑡𝑡 は 1 → 0 で、𝑑𝑑𝑑𝑑 = −2𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡なので、 

= � 4𝑡𝑡2(1− 𝑡𝑡2)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
= 4 �

𝑡𝑡3

3
−
𝑡𝑡5

5
�
0

1

=
8

15
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教科書演習 P.152 例題 5.1 
次の二重積分を求めよ。 

   (𝟖𝟖)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

 � 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑥𝑥 �[𝑦𝑦]01 + �
𝑦𝑦2

2
�
0

1

�
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �

3
2
𝑥𝑥� 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
= �

3𝑥𝑥2

4
�
0

2

= 3 

   (𝟗𝟗)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|   𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ �𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐� 

 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−1
� 𝑦𝑦
√1−𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

−1
�
𝑦𝑦2

2
�
0

√1−𝑥𝑥2

=
1
2
� (1− 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−1
= �𝑥𝑥 −

𝑥𝑥3

3
�
0

1

=
2
3

 

教科書演習 P.152 問題 5.1 
次の二重積分を求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟏𝟏 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏} 

 � 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

1
� 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑦𝑦
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑥𝑥[𝑒𝑒𝑦𝑦]01
2

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑒𝑒 − 1) �

𝑥𝑥2

2
�
1

2

=
3
2

(𝑒𝑒 − 1) 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟏𝟏 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟑𝟑, 𝟏𝟏 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙} 

 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
3

1
� 𝑦𝑦
𝑥𝑥

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

3

1
�
𝑦𝑦2

2
�
1

𝑥𝑥

=
1
2
� (𝑥𝑥2 − 1)𝑑𝑑𝑑𝑑
3

1
=

1
2
�
𝑥𝑥3

3
− 𝑥𝑥�

1

3

=
10
3

 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏 −
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟒𝟒
� 

� 𝑥𝑥
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

−2
� 𝑥𝑥
1−𝑥𝑥

2

4

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

−2
𝑥𝑥[𝑦𝑦]0

1−𝑥𝑥
2

4 = � �𝑥𝑥 −
𝑥𝑥3

4
�

2

−2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

𝑥𝑥2

2
−
𝑥𝑥4

16
�
−2

2

= 0 
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教科書演習 P.153 例題 5.2 
次の累次積分を求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟑𝟑)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒂𝒂

𝟎𝟎
� 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 = � �𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥�

𝑎𝑎

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

𝑒𝑒𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2

2
�
0

𝑎𝑎

=
𝑒𝑒𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2 − 1

2
 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝝅𝝅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒓𝒓𝟑𝟑 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝜽𝜽
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
2

0
� 𝑟𝑟3 sin𝜃𝜃
cos𝜃𝜃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � sin𝜃𝜃

𝜋𝜋
2

0
�
𝑟𝑟4

4
�
0

cos𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
4
� sin𝜃𝜃
𝜋𝜋
2

0
cos4 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

1
4
�
cos5 𝜃𝜃

5
�
0

𝜋𝜋
2

=
1

20
 

教科書演習 P.153 問題 5.2 
次の累次積分を求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟓𝟓)    � 𝒅𝒅𝒚𝒚
𝝅𝝅

𝟎𝟎
� 𝒚𝒚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)
𝝅𝝅

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅 = � 𝑦𝑦[sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)]𝑦𝑦𝜋𝜋

𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦 sin𝑦𝑦

𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦 sin 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋

0

= [𝑦𝑦(− cos 𝑦𝑦)]0𝜋𝜋 − � (− cos 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
= 𝜋𝜋 + [sin 𝑦𝑦]0𝜋𝜋 = 𝜋𝜋 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒆𝒆

𝒚𝒚
𝒙𝒙

𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅 =  � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑒𝑒

𝑦𝑦
𝑥𝑥

2𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑥𝑥 �𝑒𝑒

𝑦𝑦
𝑥𝑥�
𝑥𝑥

2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= � 𝑥𝑥(𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0

= (𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒) �
𝑥𝑥2

2
�
0

1

=
1
2

(𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒) 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝝅𝝅
𝟒𝟒

𝟎𝟎
�

𝒓𝒓
(𝟏𝟏 + 𝒓𝒓𝟐𝟐)𝟐𝟐

√𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
4

0
� −

1
2
�

1
1 + 𝑟𝑟2

�
′√cos2𝜃𝜃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
1
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
4

0
�

1
1 + 𝑟𝑟2

�
0

√cos2𝜃𝜃

=
1
2
� �1 −

1
1 + cos 2𝜃𝜃

�
𝜋𝜋
4

0
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
2
� �1 −

1
2 cos2 𝜃𝜃

�
𝜋𝜋
4

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2
�𝜃𝜃 −

1
2

tan𝜃𝜃�
0

𝜋𝜋
4

=
𝜋𝜋
8
−

1
4

 

 

キャンパス・ゼミ 微分積分 P.206 演習問題 26 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| √𝒙𝒙 + �𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏�における𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒚𝒚 の重積分𝐕𝐕を 

     � �� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒈𝒈𝟐𝟐(𝒙𝒙)

𝒈𝒈𝟏𝟏(𝒙𝒙)
𝒅𝒅𝒅𝒅�

𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  の形で求めよ。 

𝑉𝑉 = � �� 𝑦𝑦
�1−√𝑥𝑥�

2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � ��

𝑦𝑦2

2
�
0

�1−√𝑥𝑥�
2

�
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2
� �1− √𝑥𝑥�

41

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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=
1
2
� �𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

3
2 + 6𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥

1
2 + 1�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2
�
𝑥𝑥3

3
−

8
5
𝑥𝑥
5
2 + 3𝑥𝑥2 −

8
3
𝑥𝑥
3
2 + 𝑥𝑥�

0

1

 

=
1
2
�

1
3
−

8
5

+ 3 −
8
3

+ 1� =
1

30
 

 

キャンパス・ゼミ 微分積分 P.207 演習問題 27 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| √𝒙𝒙 + �𝒚𝒚 ≤ 𝟏𝟏�における𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒚𝒚 の重積分𝐕𝐕を 

     � �� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒉𝒉(𝒚𝒚)

𝒉𝒉𝟏𝟏(𝒚𝒚)
𝒅𝒅𝒅𝒅�

𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  の形で求めよ。 

𝑉𝑉 = � �� 𝑦𝑦
(1−√𝑦𝑦)2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦 �[𝑥𝑥]0

(1−√𝑦𝑦)2�
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦�1−�𝑦𝑦�

21

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦
3
2 + 𝑦𝑦�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

𝑦𝑦3

3
−

4
5
𝑦𝑦
5
2 +

𝑥𝑥2

2
�
0

1

 

= �
1
3
−

4
5

+
1
2
� =

1
30

 

 

チャート P.269 例題 126 
次の二重積分を𝒙𝒙での積分と𝒚𝒚での積分の順序を変えて 2 通りに計算せよ。 

(𝟏𝟏)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟐𝟐] 

 � (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
�𝑥𝑥𝑥𝑥 +

𝑦𝑦2

2
�
0

2

= � {2𝑥𝑥 + 2}
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥]01 = 3 

� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
�
𝑥𝑥2

2
+ 𝑦𝑦𝑦𝑦�

0

1

= � �
1
2

+ 𝑦𝑦�
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

1
2
𝑦𝑦 +

𝑦𝑦2

2
�
0

2

= 3 

(𝟐𝟐)    � �𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟏𝟏] 

 � (2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
�2𝑥𝑥2𝑦𝑦 +

𝑦𝑦3

3
�
0

1

= � �2𝑥𝑥2 +
1
3
�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

2𝑥𝑥3

3
+
𝑥𝑥
3
�
0

1

= 1 

� (2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
�
2𝑥𝑥3

3
+ 𝑦𝑦2𝑥𝑥�

0

1

= � �
2
3

+ 𝑦𝑦2�
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

2𝑦𝑦
3

+
𝑦𝑦3

3
�
0

1

= 1 

(𝟑𝟑)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝝅𝝅] × �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟐𝟐
� 

 � sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
� sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
[cos(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)]0

𝜋𝜋
2 = � {sin 𝑥𝑥 + cos 𝑥𝑥}

𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [− cos 𝑥𝑥 + sin 𝑥𝑥]0𝜋𝜋 = 2 

� sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
� sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
2

0
[− cos(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)]0𝜋𝜋 = � {cos 𝑦𝑦 + cos 𝑦𝑦}

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2[sin𝑦𝑦]0

𝜋𝜋
2 = 2 

 

チャート P.271 例題 127 
次の二重積分を計算せよ。 

(𝟏𝟏)    � 𝒙𝒙𝟑𝟑𝒚𝒚𝟐𝟐
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × [𝟎𝟎,𝟏𝟏] 

 � 𝑥𝑥3𝑦𝑦2
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑥𝑥3𝑦𝑦2
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
𝑥𝑥3 �

𝑦𝑦3

3
�
0

1

=
1
3
� 𝑥𝑥3
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
3
�
𝑥𝑥4

4
�
0

1

=
1

12
 

(𝟐𝟐)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟑𝟑
� × �𝟎𝟎,

𝝅𝝅
𝟔𝟔
� 

 � sin 𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋
3

0
� cos 𝑦𝑦
𝝅𝝅
𝟔𝟔

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= [−cos 𝑦𝑦]0
𝜋𝜋
3[sin 𝑥𝑥]0

𝜋𝜋
6 = �−

1
2

+ 1� �
1
2
� =

1
4
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(𝟑𝟑)    � 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = [𝟎𝟎,𝟏𝟏] × �𝟎𝟎,
𝝅𝝅
𝟔𝟔
� 

 � 𝑒𝑒𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑒𝑒𝑥𝑥
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑� sin𝑦𝑦

𝜋𝜋
6

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= [𝑒𝑒𝑥𝑥]01[−cos 𝑦𝑦]0
𝜋𝜋
6 = (𝑒𝑒 − 1)�−

√3
2

+ 1� 

 

チャート P.272 例題 128 
次の二重積分を計算せよ。 

(𝟒𝟒)    � 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎, 𝒚𝒚 ≥ 𝟎𝟎, 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 ≤ 𝝅𝝅} 

 � sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
� sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝜋𝜋−𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
[−cos(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)]0𝜋𝜋−𝑥𝑥 = � (1 + cos 𝑥𝑥)

𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥]0𝜋𝜋 = 𝜋𝜋 

(𝟓𝟓)    � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|  𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐�  

� sin𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−2
� (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
2−𝑥𝑥2

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �𝑥𝑥𝑥𝑥 +
𝑦𝑦2

2
�
𝑥𝑥

2−𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−2
= � �

𝑥𝑥4

2
− 𝑥𝑥3 −

7𝑥𝑥2

2
+ 2𝑥𝑥 + 2� 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

−2
 

= �
𝑥𝑥5

10
−
𝑥𝑥4

4
−

7𝑥𝑥3

6
+ 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥�

−2

1

 

= �
1

10
−

1
4
−

7
6

+ 1 + 2� − �−
32
10

− 4 +
28
3

+ 4 − 4� 

= −
9

20
 

(𝟔𝟔)    � 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)|  𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏, 𝒚𝒚 ≥ 𝟎𝟎�  

 � 𝑥𝑥2𝑦𝑦
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−1
� 𝑥𝑥2𝑦𝑦
√1−𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

=
1
2
� [𝑥𝑥2𝑦𝑦2]0√1−𝑥𝑥

2
1

−1
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2
� 𝑥𝑥2(1 − 𝑥𝑥2)
1

−1
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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=
1
2
�
𝑥𝑥3

3
−
𝑥𝑥5

5
�
−1

1

=
2

15
 

 

 積分順序の交換 

教科書 P.155 問 7 (演習に出題) 
次の累次積分の積分順序を交換し、その値を求めよ。 

   (𝟏𝟏)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟏𝟏
𝟎𝟎 ∫ 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟏𝟏

𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑥𝑥2𝑦𝑦
1

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑥𝑥2𝑦𝑦
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑥𝑥2 �
𝑦𝑦2

2
�
0

𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
= �

𝑥𝑥4

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= �

𝑦𝑦5

10
�
0

1

=
1

10
 

   (𝟐𝟐)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝝅𝝅
𝟎𝟎 ∫ 𝒚𝒚 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚)𝒙𝒙

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒚𝒚  

 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
� 𝑦𝑦 cos(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋

0
� 𝑦𝑦 cos(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
𝜋𝜋

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑦𝑦[sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)]𝑦𝑦𝜋𝜋𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
= � 𝑦𝑦 sin 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋

0
 

= [𝑦𝑦(− cos 𝑦𝑦)]0𝜋𝜋 − � (− cos 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0
 

= 𝜋𝜋 + [sin 𝑦𝑦]0𝜋𝜋 = 𝜋𝜋 

   (𝟑𝟑)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟏𝟏
𝟎𝟎 ∫ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝝅𝝅𝒚𝒚𝟐𝟐�𝟏𝟏

𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒚𝒚  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� sin(𝜋𝜋𝑦𝑦2)
1

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� sin(𝜋𝜋𝑦𝑦2)
𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � sin(𝜋𝜋𝑦𝑦2) [𝑥𝑥]0
𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= � 𝑦𝑦 sin(𝜋𝜋𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 

= �
−1
2𝜋𝜋

cos(𝜋𝜋𝑦𝑦2)�
0

1

=
1
𝜋𝜋
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   (𝟒𝟒)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟏𝟏
𝟎𝟎 ∫ 𝒆𝒆−𝒙𝒙𝟐𝟐𝟏𝟏

𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑒𝑒−𝑥𝑥2
1

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑒𝑒−𝑥𝑥2
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑒𝑒−𝑥𝑥2[𝑦𝑦]0𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
= � 𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= −

1
2
�𝑒𝑒−𝑥𝑥2�0

1
=

1
2
�1 −

1
𝑒𝑒
� 

 
教科書 P.176 演習問題 5-A 2 （レポートに出題） 

   (𝟓𝟓)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟏𝟏
𝟎𝟎 ∫ 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)𝒙𝒙

𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥

𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
√𝑦𝑦

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 

   (𝟔𝟔)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒂𝒂
𝟎𝟎 ∫ 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)𝟐𝟐𝒂𝒂−𝒚𝒚

𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
2𝑎𝑎−𝑦𝑦

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑  

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝑎𝑎

𝑎𝑎
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2𝑎𝑎−𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

教科書 P.176 演習問題 5-A 4 （レポートに出題） 

   (𝟕𝟕)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟏𝟏
𝟎𝟎 ∫ �𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� �𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦
1

𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� �𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦
√𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦[𝑥𝑥]0
√𝑦𝑦

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦�𝑦𝑦 + 1

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

ここで�1 + 𝑦𝑦 = 𝑡𝑡 とおくと、𝑦𝑦 が 0 → 1 のとき、 𝑡𝑡 は 1 → √2 で、𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡なので、 

= � 2𝑡𝑡2(𝑡𝑡2 − 1)𝑑𝑑𝑑𝑑
√2

1
= 2 �

𝑡𝑡5

5
−
𝑡𝑡3

3
�
0

√2

=
4

15
�√2 + 1� 
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   (𝟖𝟖)   ∫ 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐
𝟏𝟏 ∫ 𝒚𝒚𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙𝟏𝟏

𝟏𝟏
𝒙𝒙

𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

1
� 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥
1

1
𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

1
2

� 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥
2

1
𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � [𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥]1
𝑦𝑦

2𝑑𝑑𝑑𝑑
1

1
2

= � (𝑒𝑒2𝑦𝑦 − 𝑒𝑒)
1

1
2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑒𝑒2𝑦𝑦

2
− 𝑒𝑒𝑒𝑒�

1
2

1

=
𝑒𝑒2

2
− 𝑒𝑒 

 

教科書演習 P.154 例題 5.3 

   (𝟗𝟗)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

4

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2

√𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒚𝒚+𝟐𝟐

𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑦𝑦+2

𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
√𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

4

2
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
√𝑥𝑥

𝑥𝑥−2
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

教科書演習 P.154 問題 5.3 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟗𝟗

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
√𝑥𝑥

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
9

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
√𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

3

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
9

𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟐𝟐

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

−𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥

−𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

0

−2
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2

−𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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教科書演習 P.154 問題 5.4 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� �𝟏𝟏 − 𝒚𝒚𝟐𝟐
𝟏𝟏

𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� �1− 𝑦𝑦2
1

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� �1 − 𝑦𝑦2
𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � �1− 𝑦𝑦2[𝑥𝑥]0
𝑦𝑦

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦�1 − 𝑦𝑦2

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

1
3
�(1 − 𝑦𝑦2)

3
2�
0

1
=

1
3
 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒆𝒆

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝟐𝟐

𝟏𝟏

𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅  

 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑒𝑒

𝑥𝑥2
2

1

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑒𝑒

𝑥𝑥2
2

𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= � 𝑥𝑥𝑒𝑒
𝑥𝑥2
2

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑒𝑒

𝑥𝑥2
2 �

0

1

= √𝑒𝑒 − 1 

 

チャート P.275 例題 130 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙𝟑𝟑

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑥𝑥3

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
1

√𝑦𝑦3
𝑑𝑑𝑑𝑑 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

𝟎𝟎
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝒙𝒙

𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑥𝑥

𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
√𝑦𝑦

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)   � 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏

−𝟏𝟏
� 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)
𝟐𝟐�𝟏𝟏−𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟎𝟎
𝒅𝒅𝒅𝒅  

 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−1
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
2√1−𝑥𝑥2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

0
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
�4−𝑦𝑦

2
4

−�4−𝑦𝑦
2
4

𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
チャート P.276 例題 131 
次の累次積分を積分順序を換えて 2 通りで計算せよ。 
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(𝟏𝟏)   � 𝒙𝒙𝟑𝟑𝒚𝒚
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝟎𝟎 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝒙𝒙}  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑥𝑥3𝑦𝑦
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �𝑥𝑥3

𝑦𝑦2

2
�
0

𝑥𝑥1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
2
� 𝑥𝑥5
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  

1
12

 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� 𝑥𝑥3𝑦𝑦
1

𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �

𝑥𝑥4

4
𝑦𝑦�

𝑦𝑦

11

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
4
� (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦5)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
4
�
𝑦𝑦2

2
−
𝑦𝑦6

6
�
0

1

=
1

12
 

 

(𝟐𝟐)   � (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒚𝒚)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝟎𝟎 ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏, 𝒙𝒙 ≤ 𝒚𝒚 ≤ 𝟐𝟐𝟐𝟐}  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
2𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �2𝑥𝑥𝑥𝑥 +

𝑦𝑦2

2
�
𝑥𝑥

2𝑥𝑥1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

7
2
� 𝑥𝑥2
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  

7
6
 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
𝑦𝑦

𝑦𝑦
2

𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

1
� (2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦
2

𝑑𝑑𝑑𝑑 

 = � [𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑦𝑦
2

𝑦𝑦
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � [𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑦𝑦

2

1
2

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

5
4
� 𝑦𝑦2
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 −

1
4
� (3𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 − 4)
2

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 

=
5
4
�
𝑦𝑦3

3
�
0

1

−
1
4

[𝑦𝑦3 − 2𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦]12 =
7
6
 

(𝟑𝟑)   � (𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃)
𝑫𝑫

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅, 𝑫𝑫 = �(𝒙𝒙,𝒚𝒚)| 𝒚𝒚 ≥ 𝒙𝒙𝟐𝟐,   𝒙𝒙 ≥ 𝒚𝒚𝟐𝟐�  

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)
√𝑥𝑥

𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑦𝑦2

2
�
𝑥𝑥2

√𝑥𝑥1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �𝑎𝑎𝑥𝑥

3
2 +

1
2
𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥3 − 𝑏𝑏

𝑥𝑥4

2
�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= �
2
5
𝑎𝑎𝑥𝑥

5
2 +

1
4
𝑏𝑏𝑥𝑥2 −

1
4
𝑎𝑎𝑥𝑥4 − 𝑏𝑏

𝑥𝑥5

10
�
0

1

=  
3

20
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
� (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)
√𝑦𝑦

𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �𝑎𝑎

𝑥𝑥2

2
+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏�

𝑦𝑦2

√𝑦𝑦1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �

1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑦𝑦

3
2 − 𝑎𝑎

𝑦𝑦4

2
− 𝑏𝑏𝑦𝑦3�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

= �
1
4
𝑎𝑎𝑦𝑦2 +

2
5
𝑏𝑏𝑦𝑦

5
2 − 𝑎𝑎

𝑦𝑦5

10
−

1
4
𝑏𝑏𝑦𝑦4�

0

1

=  
3

20
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 
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