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微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

第 3 回 多変数関数の微分（3） 
 
今回のポイント 

4.4 合成関数の微分とテイラーの定理 （教 P.128～） 

 合成関数の微分 

 
 
例 12  

    𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 , 𝒙𝒙 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒕𝒕 ,𝒚𝒚 = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒕𝒕   のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

 を求めよ。 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 3𝜕𝜕2,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= − sin 𝑑𝑑 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 3𝜕𝜕2,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= cos 𝑑𝑑 

𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

合成関数の微分公式 
全微分可能な関数 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) について 
(i) 𝜕𝜕 = 𝜑𝜑(𝑑𝑑),      𝜕𝜕 = 𝜓𝜓(𝑑𝑑) でいずれも 𝑑𝑑 について微分可能のとき、 

⇒ 合成関数 𝜕𝜕 = 𝑓𝑓 (𝜑𝜑(𝑑𝑑),𝜓𝜓(𝑑𝑑)) は𝑑𝑑 について微分可能で、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

が成り立つ。 
(ii) 𝜕𝜕 = 𝜑𝜑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣),      𝜕𝜕 = 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) でいずれも 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 について偏微分可能のとき、 

⇒ 合成関数 𝜕𝜕 = 𝑓𝑓 (𝜑𝜑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣), 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)) は 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 について偏微分可能で、 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

 

が成り立つ。 

1. 合成関数の微分、方向微分係数 
2. 2 変数関数のテイラー展開、マクローリン展開 
3. 陰関数定理、微分、特異点 
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= 3 cos2 𝑑𝑑 ⋅ (− sin 𝑑𝑑) + 3 sin2 𝑑𝑑 ⋅ cos 𝑑𝑑 
= 3 sin 𝑑𝑑 cos 𝑑𝑑 (sin 𝑑𝑑 − cos 𝑑𝑑) 

 
例 15  

全微分可能な関数 𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)において、𝒙𝒙 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 ,𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝜽𝜽 とするとき、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

を求めよ。 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅ cos 𝑑𝑑 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅ sin 𝑑𝑑 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅ (−𝑟𝑟 sin 𝑑𝑑) +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅ (𝑟𝑟 cos 𝑑𝑑) 

 

 方向微分係数 

ℎ2 + 𝑘𝑘2 = 1 を満たす係数 ℎ,𝑘𝑘に対して、 

lim
𝑡𝑡→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ𝑑𝑑, 𝑏𝑏 + 𝑘𝑘𝑑𝑑) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑑𝑑

 

が存在するならば、点(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) において(ℎ, 𝑘𝑘)方向に微分可能である。 
この極限値を(ℎ,𝑘𝑘)方向の方向微分係数と呼ぶ。 
 
 
 
問 22 

𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) =
𝒙𝒙𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟒𝟒
    �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)� 

𝒇𝒇(𝟎𝟎,𝟎𝟎) = 𝟎𝟎                           
で定義される関数の原点 (𝟎𝟎,𝟎𝟎) における(𝒉𝒉,𝒌𝒌)方向の方向微分係数を求めよ。 
次の関係式より、𝜕𝜕𝑢𝑢, 𝜕𝜕𝑣𝑣を求めよ。 
(ℎ, 𝑘𝑘) ≠ (0,0)のとき、 

lim
𝑡𝑡→0

𝑓𝑓(0 + ℎ𝑑𝑑, 0 + 𝑘𝑘𝑑𝑑) − 𝑓𝑓(0, 0)
𝑑𝑑

= lim
𝑡𝑡→0

1
𝑑𝑑
�
ℎ𝑑𝑑 ⋅ 𝑘𝑘2𝑑𝑑2

ℎ2𝑑𝑑2 + 𝑘𝑘4𝑑𝑑4
� 

= lim
𝑡𝑡→0

�
ℎ𝑘𝑘2

ℎ2 + 𝑘𝑘4𝑑𝑑2
� =

𝑘𝑘2

ℎ
 

(ℎ, 𝑘𝑘) = (0,0)のとき、 

lim
𝑡𝑡→0

𝑓𝑓(0 + ℎ𝑑𝑑, 0 + 𝑘𝑘𝑑𝑑) − 𝑓𝑓(0, 0)
𝑑𝑑

= 0 
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 2 変数関数のテイラー展開、マクローリン展開 

1 変数関数のマクローリン展開は、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕) = 𝑓𝑓(0) +
1
1!
⋅
𝑑𝑑𝑓𝑓(0)
𝑑𝑑𝜕𝜕

⋅ 𝜕𝜕 +
1
2!
⋅
𝑑𝑑2𝑓𝑓(0)
𝑑𝑑𝜕𝜕2

⋅ 𝜕𝜕2 

 +
1
3!
⋅
𝑑𝑑3𝑓𝑓(0)
𝑑𝑑𝜕𝜕3

⋅ 𝜕𝜕3 + ⋯+ +
1
𝑛𝑛!
⋅
𝑑𝑑𝑛𝑛𝑓𝑓(0)
𝑑𝑑𝜕𝜕𝑛𝑛

⋅ 𝜕𝜕𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛+1 

と書けることはもう習った。これを 2 変数関数に拡張する。 
  2 変数関数 𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) の 𝜕𝜕, 𝜕𝜕 を𝑑𝑑 を用いて𝜕𝜕 = ℎ𝑑𝑑, 𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑑𝑑 （ℎ,𝑘𝑘 は定数） とすると、𝜕𝜕 =
𝑓𝑓(ℎ𝑑𝑑, 𝑘𝑘𝑑𝑑) となり、𝜕𝜕 は 1 変数関数 𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝑑𝑑) と考えることができる。 𝜕𝜕 の合成関数の微分から  

               
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅  
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

= ℎ ⋅
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓 

すると、 

              
𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑2

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑
� =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓 

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑓𝑓 

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
��ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓 

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

𝑓𝑓 

 
 
 
 
 
同様に、 

𝑑𝑑3𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑3

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
3

𝑓𝑓 

⋮ 

𝑑𝑑𝑛𝑛𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

= �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛

𝑓𝑓 

と表される。よって、 𝑑𝑑 の 1 変数関数 𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝑑𝑑) のマクローリン展開は、 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�   

は関数𝑓𝑓に作用す

るので、“作用素” 

と呼ばれる 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

𝑓𝑓 = �ℎ2 ⋅
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 2ℎ𝑘𝑘 ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘2 ⋅
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�𝑓𝑓 

= ℎ2 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2ℎ𝑘𝑘 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 
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𝜕𝜕(𝑑𝑑) = 𝜕𝜕(0) +
1
1!
⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑

⋅ 𝑑𝑑 +
1
2!
⋅
𝑑𝑑2𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑2

⋅ 𝑑𝑑2 

 +
1
3!
⋅
𝑑𝑑3𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑3

⋅ 𝑑𝑑3 + ⋯+ +
1
𝑛𝑛!
⋅
𝑑𝑑𝑛𝑛𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

⋅ 𝑑𝑑𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛+1 

𝑑𝑑 = 1 を代入すると、  

𝜕𝜕(1) = 𝜕𝜕(0) +
1
1!
⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
1
2!
⋅
𝑑𝑑2𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑2

 +
1
3!
⋅
𝑑𝑑3𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑3

+ ⋯+ +
1
𝑛𝑛!
⋅
𝑑𝑑𝑛𝑛𝜕𝜕(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

+ 𝑅𝑅𝑛𝑛+1 

 
 
 
 
 
 
 
 
よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓(0, 0) +
1
1!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓(0, 0) +

1
2!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

𝑓𝑓(0, 0)  

+⋯+ +
1
𝑛𝑛!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛

𝑓𝑓(0, 0) + 𝑅𝑅𝑛𝑛+1 

�ただし、𝑅𝑅𝑛𝑛+1 =
1

(𝑛𝑛 + 1)!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛+1

𝑓𝑓(ℎ𝜕𝜕,𝑘𝑘𝜕𝜕)    (0 < 𝜕𝜕 < 1)� 

ここで、ℎ,𝑘𝑘 を変数と考えると、𝑓𝑓(ℎ,𝑘𝑘) を(0,0)のまわりでマクローリン展開したものなので、2
変数関数のマクローリン展開、テイラー展開および平均値の定理は、次のようになる。 

 

定理１４ マクローリンの定理 （マクローリン展開） 
関数𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) が原点(0,0) と(𝜕𝜕,𝜕𝜕) を結ぶ領域𝐷𝐷 で𝐶𝐶𝑛𝑛級であれば、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕 ) = �
1
𝑗𝑗!
⋅ �𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑗𝑗

𝑓𝑓(0, 0)
𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=0

 

+
1
𝑛𝑛!
⋅ �𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛

𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)    (0 < 𝜕𝜕 < 1) 

となるような𝜕𝜕 が存在する。 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) 𝑓𝑓(0,0) 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

𝑓𝑓(0, 0) 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
3

𝑓𝑓(0, 0) 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛

𝑓𝑓(0, 0) 

�ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓(0, 0) 
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さらに𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(ℎ,𝑘𝑘) において、𝜕𝜕 = 𝑎𝑎 + ℎ𝑑𝑑, 𝜕𝜕 = 𝑏𝑏 + 𝑘𝑘𝑑𝑑 とおいて同様に考えれば、、𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) を
(𝑎𝑎,𝑏𝑏)のまわりでテイラー展開したものとなり、

 

  

例   
𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥 を点(0,0) のまわりにマクローリン展開してみる 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 2𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚,     𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚, 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 4𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚, 
よって、 

𝑓𝑓(0, 0) = 1,     𝑓𝑓𝑥𝑥(0、0) = 2,     𝑓𝑓𝑥𝑥(0、0) = 1,   𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0、0) = 4,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0、0) = 2,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0、0) = 1, 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓(0, 0) +
1
1!
⋅ �𝜕𝜕 ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓(0, 0) +

1
2!
⋅ �𝜕𝜕 ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

𝑓𝑓(0, 0)  + ⋯ 

= 1 + �𝜕𝜕 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥 �0、0� + 𝜕𝜕 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥 �0、0�� 

+
1
2
�𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 �0、0� + 2𝜕𝜕𝜕𝜕 ∙ 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 �0、0� + 𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 �0、0�� + ⋯ 

= 1 + (2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) +
1
2

(4𝜕𝜕2 + 4𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2) + ⋯ 

となる。 

定理１２ （テイラーの定理） 
関数𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) が領域𝐷𝐷 で𝐶𝐶𝑛𝑛級で、𝐷𝐷 の 2 点(𝑎𝑎,𝑏𝑏), (𝑎𝑎 + ℎ,𝑏𝑏 + 𝑘𝑘) を結ぶ線分が𝐷𝐷 に

含まれるとき、 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ,𝑏𝑏 + 𝑘𝑘) = �
1
𝑗𝑗!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑗𝑗

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
𝑛𝑛−1

𝑗𝑗=0

 

+
1
𝑛𝑛!
⋅ �ℎ ⋅

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑛𝑛

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + 𝜕𝜕ℎ, 𝑏𝑏 + 𝜕𝜕𝑘𝑘)    (0 < 𝜕𝜕 < 1) 

となるような𝜕𝜕 が存在する。 

定理 13 （平均値の定理） 
定理 12 で𝑛𝑛 = 1とすれば、 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ,𝑏𝑏 + 𝑘𝑘) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = �ℎ ⋅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑘𝑘 ⋅  
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑓𝑓(𝑎𝑎 + 𝜕𝜕ℎ,𝑏𝑏 + 𝜕𝜕𝑘𝑘)    (0 < 𝜕𝜕 < 1) 

となるような𝜕𝜕 が存在する。 
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 陰関数の微分 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 が成り立っているとき、𝐹𝐹�𝜕𝜕,𝑓𝑓(𝜕𝜕)� = 0 を満たす𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕) が存在するならば、 
𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕)  を𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 の 陰関数 と呼ぶ。 

例 18 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 − 𝜕𝜕 = 0 のとき、𝜕𝜕 について解いた𝜕𝜕 = 2𝜕𝜕 を 𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 の 陰関数と呼ぶ。 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2 − 1 = 0 のとき、𝜕𝜕 = +√1 − 𝜕𝜕2 または𝜕𝜕 = −√1− 𝜕𝜕2 (−1 < 𝜕𝜕 < +1) を 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 の 陰関数と呼ぶ。 

 

後半の証明 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝑓𝑓(𝜕𝜕) ) = 0 の両辺を𝜕𝜕 で微分すると、  

𝐹𝐹𝑥𝑥�𝜕𝜕, 𝑓𝑓(𝜕𝜕)�+ 𝐹𝐹𝑥𝑥�𝜕𝜕,𝑓𝑓(𝜕𝜕)� ⋅ 𝑓𝑓′(𝜕𝜕) = 0 

𝑓𝑓′(𝜕𝜕) = −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)

 

例 (教科書演習 P.138 例題 4.15) 
関係式 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄ ,𝒅𝒅𝟐𝟐𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐⁄  を求め

よ。 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 − 1 = 0  として、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕,   𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕  より  
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕

 

𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

= −
(2 + 𝜕𝜕′)(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕) − (2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)(1 + 2𝜕𝜕′)

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)2  

定理 15 （陰関数定理） 
関数𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕)が点𝐴𝐴(𝑎𝑎,𝑏𝑏)を含む領域で𝐶𝐶1級であり、次の 2 つを満たすとする。 

𝐹𝐹(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 0,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎,𝑏𝑏) ≠ 0 
このとき、𝜕𝜕 = 𝑎𝑎を含む開区間𝐼𝐼で定義された𝐶𝐶1級関数𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕) で 

(i) 𝑏𝑏 = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 
(ii) すべての𝜕𝜕 ∈ 𝐼𝐼について𝐹𝐹�𝜕𝜕, 𝑓𝑓(𝜕𝜕)� = 0 

をみたすものがただ 1 つ存在する。 
さらにこのとき、関数𝑓𝑓(𝜕𝜕) は微分可能であり、次が成り立つ。 

𝑓𝑓’(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
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= −
3(𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕′)
(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)2 = −3 ⋅

𝜕𝜕 − 𝜕𝜕 ⋅ �−2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕�

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)2 = −3 ⋅
2(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2)

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)3  

=
−6

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)3 

 陰関数の接線と法線 

陰関数𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕 ) = 0上の点(𝑎𝑎,𝑏𝑏)における接線と法線の方程式は、𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) ≠ 0ならば、 

𝜕𝜕 − 𝑏𝑏 = −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

(𝜕𝜕 − 𝑎𝑎) 

また、𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) ≠ 0 ならば、 

𝜕𝜕 − 𝑎𝑎 = −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

(𝜕𝜕 − 𝑏𝑏) 

とかける。まとめると、𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) ≠ 0 または𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) ≠ 0 ならば、接線の方程式は、 

𝑭𝑭𝒙𝒙(𝒂𝒂,𝒃𝒃)(𝒙𝒙 − 𝒂𝒂) + 𝑭𝑭𝒚𝒚(𝒂𝒂,𝒃𝒃)(𝒚𝒚 − 𝒃𝒃) = 𝟎𝟎 
となり、法線の方程式は、 

𝑭𝑭𝒚𝒚(𝒂𝒂,𝒃𝒃)(𝒙𝒙 − 𝒂𝒂) − 𝑭𝑭𝒙𝒙(𝒂𝒂,𝒃𝒃)(𝒚𝒚 − 𝒃𝒃) = 𝟎𝟎 

で与えられる。 

問 24 

(1) 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏      (𝒂𝒂,𝒃𝒃) 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2 − 1 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = 2𝑎𝑎,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = 2𝑏𝑏 
接線の方程式は、 

2𝑎𝑎(𝜕𝜕 − 𝑎𝑎) + 2𝑏𝑏(𝜕𝜕 − 𝑏𝑏) = 0 

𝑎𝑎𝜕𝜕 + 𝑏𝑏𝜕𝜕 − 1 = 0 

法線の方程式は、 

2𝑏𝑏(𝜕𝜕 − 𝑎𝑎) − 2𝑎𝑎(𝜕𝜕 − 𝑏𝑏) = 0 

𝑏𝑏𝜕𝜕 − 𝑎𝑎𝜕𝜕 = 0 

(2) 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = −𝟏𝟏      �𝟏𝟏,√𝟐𝟐� 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2 + 1 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥�1,√2� = 2,     𝐹𝐹𝑥𝑥�1,√2� = −2√2 
接線の方程式は、 

2(𝜕𝜕 − 1) − 2√2�𝜕𝜕 − √2� = 0 
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𝜕𝜕 + √2𝜕𝜕 + 1 = 0 

法線の方程式は、 

−2√2(𝜕𝜕 − 1) − 2�𝜕𝜕 − √2� = 0 

√2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 − 2√2 = 0 

 特異点 

 

例 19 
𝑭𝑭(𝒙𝒙,𝒚𝒚 ) = 𝒙𝒙𝟐𝟐(𝒙𝒙+ 𝒂𝒂) − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 の特異点を求め、特異点近くでの曲線の形状を求めよ。 

𝐹𝐹(𝜕𝜕, 𝜕𝜕 ) = 𝜕𝜕2(𝜕𝜕 + 𝑎𝑎) − 𝜕𝜕2 = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕 ) = 3𝜕𝜕2 + 2𝑎𝑎𝜕𝜕 = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕 ) = −2𝜕𝜕 = 0 
これら 3 式より(𝜕𝜕, 𝜕𝜕 ) = (0, 0) が特異点である。 

(i) 𝑎𝑎 > 0 のとき、𝜕𝜕 = ±𝜕𝜕√𝜕𝜕 + 𝑎𝑎 となり 2 本の接線が引ける（結節点） 

(ii) 𝑎𝑎 = 0 のとき、𝜕𝜕 = ±𝜕𝜕√𝜕𝜕 となり原点では接線が引けずとがった形になる（尖点） 

(iii) 𝑎𝑎 < 0 のとき、𝜕𝜕2(𝜕𝜕 + 𝑎𝑎) = 𝜕𝜕2 ≥ 0 となり原点近くにこれを満たす点が原点以外

には存在しない。（孤立点） 

  

点𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)において、𝐶𝐶1級のなめらかな曲線𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕 ) = 0 に対して、 
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) ≠ 0 または𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) ≠ 0 ならば、 
点𝐴𝐴 の近くで曲面の形は 𝜕𝜕 = 𝑓𝑓(𝜕𝜕) または 𝜕𝜕 = 𝑔𝑔(𝜕𝜕) で表される。 
このような点を正則点といい、この点では、ただ 1 つの接線が引ける。 

↕ 
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0 または𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 である点を特異点という。 
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【問題集】 

 合成関数の微分 

   (𝟏𝟏)   次の関係式より、𝒛𝒛𝒖𝒖, 𝒛𝒛𝒗𝒗を求めよ。 
      (𝟏𝟏− 𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� , 𝒙𝒙 = 𝒖𝒖 − 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖+ 𝒗𝒗 
      (𝟏𝟏− 𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚, 𝒙𝒙 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒖𝒖 + 𝒗𝒗) ,      𝒚𝒚 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒖𝒖 − 𝒗𝒗) 
   (𝟐𝟐)   𝑪𝑪𝟏𝟏 級関数𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) に対して  𝒙𝒙 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 , 𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝜽𝜽とするとき、∆𝟐𝟐𝒛𝒛 を計算せよ。 

   (𝟑𝟑)   𝒛𝒛 =
𝒚𝒚
𝒙𝒙

, 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 + 𝒕𝒕,      𝒚𝒚 = 𝟏𝟏 − 𝒕𝒕 のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

を求めよ。 

   (𝟒𝟒)   次の関係式より、𝒛𝒛𝒖𝒖, 𝒛𝒛𝒗𝒗を求めよ。 
      (𝟒𝟒− 𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� , 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐𝒖𝒖 − 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖 + 𝟑𝟑𝒗𝒗 
      (𝟒𝟒− 𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬−𝟏𝟏(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) , 𝒙𝒙 = 𝒖𝒖𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝒗𝒗𝟐𝟐 
   (𝟓𝟓)   全微分可能な関数𝒛𝒛 = 𝒆𝒆−𝒙𝒙𝟐𝟐−𝒚𝒚𝟐𝟐について、 

      (𝟓𝟓− 𝟏𝟏)    𝒙𝒙 = 𝒉𝒉𝒕𝒕,   𝒚𝒚 = 𝒌𝒌𝒕𝒕  (𝒉𝒉,𝒌𝒌:定数) のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

をもとめよ。  

      (𝟓𝟓− 𝟐𝟐)    𝒙𝒙 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 ,      𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝜽𝜽 のとき、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

をもとめよ。  

   (𝟔𝟔)   全微分可能な関数𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) (𝒙𝒙 > 𝟎𝟎, 𝒚𝒚 > 𝟎𝟎)について、 

      (𝟔𝟔− 𝟏𝟏)    𝒙𝒙 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒕𝒕 ,   𝒚𝒚 = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒕𝒕   のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

をもとめよ。  

      (𝟔𝟔− 𝟐𝟐)    𝒙𝒙 = 𝒖𝒖 + 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖𝒗𝒗 のとき、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

をもとめよ。  

   (𝟕𝟕)   𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏� について、 
 𝝋𝝋(𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒕𝒕 + 𝒆𝒆−𝒕𝒕,   𝝍𝝍(𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒕𝒕 − 𝒆𝒆−𝒕𝒕   とする。 
𝒈𝒈(𝒕𝒕) = 𝒇𝒇(𝝋𝝋(𝒕𝒕),   𝝍𝝍(𝒕𝒕)) とするとき、導関数𝒈𝒈′(𝒕𝒕) を求めよ。 

   (𝟖𝟖)   𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙、𝒚𝒚) の２次元極表示におけるラプラシアンが次式で表されることを示せ。 

𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐 

+
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐 

=
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐

+
𝟏𝟏
𝒓𝒓
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒓𝒓

+
𝟏𝟏
𝒓𝒓𝟐𝟐
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝜽𝜽𝟐𝟐

 

 

 テイラー展開、マクローリン展開 

次の関数のマクローリン展開を３次の項まで求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝟏𝟏 + 𝒚𝒚) 
    (𝟐𝟐) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) 
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    (𝟑𝟑) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) 
    (𝟒𝟒) 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚    

    (𝟓𝟓) 1
√1 − 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2

 

 
次式のマクローリン展開を 2 次の項まで求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒆𝒆𝒙𝒙−𝒚𝒚    
    (𝟐𝟐) 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒚𝒚)    
    (𝟑𝟑) (𝟏𝟏 + 𝒙𝒙) 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒚𝒚    
 

 陰関数の微分 

   (𝟏𝟏)   次の関係式で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄  を求めよ。 

      (𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 

      (𝟏𝟏 − 𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

      (𝟏𝟏 − 𝟑𝟑)   𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒚𝒚 = 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚 

   (𝟐𝟐)   次の関係式で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄ ,𝒅𝒅𝟐𝟐𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐⁄  を求めよ。 

      (𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 

      (𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 

      (𝟐𝟐 − 𝟑𝟑)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

      (𝟐𝟐 − 𝟒𝟒)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎  

      (𝟐𝟐 − 𝟓𝟓)   𝒚𝒚 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚  

 

 陰関数の接線と法線の方程式 

次の曲線の与えられた点における接線と法線の方程式を求めよ。 
   (𝟏𝟏) 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏      (𝟏𝟏,𝟎𝟎) 

   (𝟐𝟐) 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚𝟐𝟐𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝟎𝟎      �𝟒𝟒,
𝟐𝟐
𝒆𝒆𝟐𝟐
� 
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   (𝟑𝟑)  𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏      �
𝟏𝟏
√𝟐𝟐

,
𝟏𝟏
√𝟐𝟐

� 

   (𝟒𝟒) 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎      (𝟏𝟏,−𝟏𝟏) 

   (𝟓𝟓)   
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐
+
𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒃𝒃𝟐𝟐
= 𝟏𝟏      (𝜶𝜶,𝜷𝜷) 

   (𝟔𝟔)   𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = −𝟏𝟏      �𝟏𝟏,√𝟐𝟐� 

   (𝟕𝟕)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏      �
𝟏𝟏
√𝟐𝟐𝟑𝟑 ,

𝟏𝟏
√𝟐𝟐𝟑𝟑 � 

 

 特異点 

次の曲線の特異点を求めよ。 

   (𝟏𝟏)   𝒙𝒙(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 

   (𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

   (𝟑𝟑)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

   (𝟒𝟒)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 

   (𝟓𝟓)   𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝒙𝒙𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 

   (𝟔𝟔)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 − 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

   (𝟕𝟕)   �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�
𝟐𝟐

= 𝒂𝒂𝟐𝟐�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐�     (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) 

 

 物理数学としての問題 

３変数𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛の間に𝑭𝑭(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = 𝟎𝟎 の関係があるとき、各変数は他の２変数の陰関数

𝒙𝒙(𝒚𝒚, 𝒛𝒛),𝒚𝒚(𝒛𝒛,𝒙𝒙), 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚) となる。このとき、次式となることを示せ。 
𝝏𝝏𝒙𝒙(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏𝒚𝒚(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒛𝒛

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒙𝒙

= −𝟏𝟏 
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【解答】 

 合成関数の微分 

教科書 P.130 問 21 （レポートに出題） 
   (𝟏𝟏)   次の関係式より、𝒛𝒛𝒖𝒖, 𝒛𝒛𝒗𝒗を求めよ。 
      (𝟏𝟏− 𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� , 𝒙𝒙 = 𝒖𝒖 − 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖+ 𝒗𝒗 
 𝜕𝜕 = log((𝑢𝑢 − 𝑣𝑣)2 + (𝑢𝑢 + 𝑣𝑣)2) = log{2(𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2)} 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
2𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2
⋅ 1 +

2𝜕𝜕
𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2

⋅ 1 

=
𝑢𝑢 − 𝑣𝑣
𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2

+
𝑢𝑢 + 𝑣𝑣
𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2

=
2𝑢𝑢

𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
2𝑣𝑣

𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2
 

      (𝟏𝟏− 𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚, 𝒙𝒙 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒖𝒖 + 𝒗𝒗) ,      𝒚𝒚 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒖𝒖 − 𝒗𝒗) 
 𝜕𝜕 = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 = (𝑢𝑢 + 𝑣𝑣)(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) = 𝑢𝑢2 − 𝑣𝑣2 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

= 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ⋅
1

𝑢𝑢 + 𝑣𝑣
+ 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ⋅

1
𝑢𝑢 − 𝑣𝑣

 

= (𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) + (𝑢𝑢 + 𝑣𝑣) = 2𝑢𝑢 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

= −2𝑣𝑣 

 
教科書 P.145 演習問題 4-B 1 （レポートに出題） 
   (𝟐𝟐)   𝑪𝑪𝟏𝟏 級関数𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) に対して  𝒙𝒙 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 , 𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝜽𝜽とするとき、∆𝟐𝟐𝒛𝒛 を計算せよ。 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑟𝑟 sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑟𝑟 cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

この 2 式から 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

−
1
𝑟𝑟

sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
1
𝑟𝑟

cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

∆2𝜕𝜕 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

= cos2 𝜕𝜕 ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
�
2

−
2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕

𝑟𝑟
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2

sin2 𝜕𝜕 ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2
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+ sin2 𝜕𝜕 ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
�
2

+
2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕

𝑟𝑟
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2

cos2 𝜕𝜕 ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

 

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
�
2

+
1
𝑟𝑟2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

 

 
教科書演習 P.135 問題 4.10 

   (𝟑𝟑)   𝒛𝒛 =
𝒚𝒚
𝒙𝒙

, 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 + 𝒕𝒕,      𝒚𝒚 = 𝟏𝟏 − 𝒕𝒕 のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

を求めよ。 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
1
𝜕𝜕2

,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1
𝜕𝜕

,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −1 

𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

= −
1
𝜕𝜕2

⋅ 1 +
1
𝜕𝜕
⋅ (−1) =

−𝜕𝜕 − 𝜕𝜕
𝜕𝜕2

 

=
−3

(𝑑𝑑 + 2)2 

教科書演習 P.135 問題 4.11 
   (𝟒𝟒)   次の関係式より、𝒛𝒛𝒖𝒖, 𝒛𝒛𝒗𝒗を求めよ。 
      (𝟒𝟒− 𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� , 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐𝒖𝒖 − 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖 + 𝟑𝟑𝒗𝒗 
 𝜕𝜕 = log((𝑢𝑢 − 𝑣𝑣)2 + (𝑢𝑢 + 𝑣𝑣)2) = log(5𝑢𝑢2 + 2𝑢𝑢𝑣𝑣 + 2𝑣𝑣2) 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
2𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2
⋅ 2 +

2𝜕𝜕
𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2

⋅ 1 =
4𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕
𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2

 

=
8𝑢𝑢 − 4𝑣𝑣 + 2𝑢𝑢 + 6𝑣𝑣
5𝑢𝑢2 + 2𝑢𝑢𝑣𝑣 + 2𝑣𝑣2

=
10𝑢𝑢 + 2𝑣𝑣

5𝑢𝑢2 + 2𝑢𝑢𝑣𝑣 + 2𝑣𝑣2
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
2𝑢𝑢 + 20𝑣𝑣

5𝑢𝑢2 + 2𝑢𝑢𝑣𝑣 + 2𝑣𝑣2
 

      (𝟒𝟒− 𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬−𝟏𝟏(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) , 𝒙𝒙 = 𝒖𝒖𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝒗𝒗𝟐𝟐 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
2𝑣𝑣

1 + (𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)2 ⋅ 1 +
2𝑢𝑢

1 + (𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)2 ⋅ 1 

=
2𝑢𝑢 + 𝑣𝑣

1 + (𝑢𝑢2 + 𝑢𝑢𝑣𝑣 + 𝑣𝑣2)2 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝑢𝑢 + 2𝑣𝑣

1 + (𝑢𝑢2 + 𝑢𝑢𝑣𝑣 + 𝑣𝑣2)2 
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   (𝟓𝟓)   全微分可能な関数𝒛𝒛 = 𝒆𝒆−𝒙𝒙𝟐𝟐−𝒚𝒚𝟐𝟐について、 

      (𝟓𝟓− 𝟏𝟏)    𝒙𝒙 = 𝒉𝒉𝒕𝒕,   𝒚𝒚 = 𝒌𝒌𝒕𝒕  (𝒉𝒉,𝒌𝒌:定数) のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

をもとめよ。  

      (𝟓𝟓− 𝟐𝟐)    𝒙𝒙 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 ,      𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝜽𝜽 のとき、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

をもとめよ。  

                 (1)       
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= ℎ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2,
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑘𝑘 

𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

= −2ℎ𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2 + −2𝑘𝑘𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2 
= −2(ℎ2 + 𝑘𝑘2)𝑑𝑑𝑒𝑒−�ℎ2+𝑘𝑘2� 𝑡𝑡⁄  

                 (2)       
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= cos 𝜕𝜕 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑟𝑟

= sin𝜕𝜕 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑟𝑟 sin𝜕𝜕 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑟𝑟 cos 𝜕𝜕 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

= cos 𝜕𝜕 ⋅ (−2𝜕𝜕)𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2 + sin𝜕𝜕 ⋅ (−2)𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2 
= −2𝑟𝑟𝑒𝑒−𝜕𝜕2 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= �−2𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2� ⋅ (−𝑟𝑟 sin𝜕𝜕) + �−2𝜕𝜕𝑒𝑒−𝑥𝑥2−𝑥𝑥2� ⋅ (𝑟𝑟 cos 𝜕𝜕) 

= 2𝑟𝑟2 sin𝜕𝜕 cos 𝜕𝜕 ⋅ 𝑒𝑒−𝜕𝜕2 − 2𝑟𝑟2 sin𝜕𝜕 cos 𝜕𝜕 ⋅ 𝑒𝑒−𝜕𝜕2 
= 0 

 
キャンパス・ゼミ 微分積分 P.183 実践問題 23 
   (𝟔𝟔)   全微分可能な関数𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) (𝒙𝒙 > 𝟎𝟎, 𝒚𝒚 > 𝟎𝟎)について、 

      (𝟔𝟔− 𝟏𝟏)    𝒙𝒙 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒕𝒕 ,   𝒚𝒚 = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒕𝒕   のとき、
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝒅𝒅𝒕𝒕

をもとめよ。  

      (𝟔𝟔− 𝟐𝟐)    𝒙𝒙 = 𝒖𝒖 + 𝒗𝒗,      𝒚𝒚 = 𝒖𝒖𝒗𝒗 のとき、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

をもとめよ。  

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
 

                 (1)       
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

= − sin 𝑑𝑑 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= cos 𝑑𝑑, 

𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
⋅ (− sin 𝑑𝑑) +

1
𝜕𝜕 + 𝜕𝜕

⋅ cos 𝑑𝑑 

=
cos 𝑑𝑑 − sin 𝑑𝑑
cos 𝑑𝑑 + sin 𝑑𝑑

 



 
 
 

15 
 

微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

                 (2)       
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

= 1,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑢𝑢

= 𝑣𝑣,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

= 1,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

= 𝑢𝑢 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
1

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
⋅ 1 +

1
𝜕𝜕 + 𝜕𝜕

⋅ 𝑣𝑣 

=
1 + 𝑣𝑣

𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑢𝑢𝑣𝑣
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

=
1

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
⋅ 1 +

1
𝜕𝜕 + 𝜕𝜕

⋅ 𝑢𝑢 

=
1 + 𝑢𝑢

𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑢𝑢𝑣𝑣
 

チャート P.223 基本例題 111 
   (𝟕𝟕)   𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏� について、 

 𝝋𝝋(𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒕𝒕 + 𝒆𝒆−𝒕𝒕,   𝝍𝝍(𝒕𝒕) = 𝒆𝒆𝒕𝒕 − 𝒆𝒆−𝒕𝒕   とする。 
𝒈𝒈(𝒕𝒕) = 𝒇𝒇(𝝋𝝋(𝒕𝒕),   𝝍𝝍(𝒕𝒕)) とするとき、導関数𝒈𝒈′(𝒕𝒕) を求めよ。 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = log(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1)より 
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1
,     

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1
  

 
𝑑𝑑𝜑𝜑(𝑑𝑑)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑡𝑡 ,
𝜕𝜕𝜓𝜓(𝑑𝑑)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑡𝑡 , 

𝑔𝑔′(𝑑𝑑) =
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅  
𝑑𝑑𝜑𝜑(𝑑𝑑)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜓𝜓(𝑑𝑑)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

=
2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1
⋅ (𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑡𝑡) +

𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕
𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1

⋅ (𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑡𝑡) 

=
𝜕𝜕2 + 4𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 + 1
=

𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 2 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 4𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 4𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 2 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡

𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 2 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 2 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 1
 

=
6𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 2𝑒𝑒−2𝑡𝑡

3𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 1
 

 
前年度 レポート問題(レポートに出題) 

   (𝟖𝟖)   𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙、𝒚𝒚) の２次元極表示におけるラプラシアンが次式で表されることを示せ。 

𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐 

+
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐 

=
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐

+
𝟏𝟏
𝒓𝒓
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒓𝒓

+
𝟏𝟏
𝒓𝒓𝟐𝟐
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝜽𝜽𝟐𝟐

 

𝜕𝜕 = 𝑟𝑟 cos 𝜕𝜕 ,      𝜕𝜕 = 𝑟𝑟 sin𝜕𝜕 に対して 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑟𝑟 sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑟𝑟 cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

この 2 式から 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

       (1) 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

       (2) 

(1)(2)式をそれぞれ𝜕𝜕, 𝜕𝜕で微分して足し合わせると、 
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�⋯ (3) 

ここで、 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

cos 𝜕𝜕 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
�𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2

=
𝜕𝜕2

�𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2)
=

sin2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�−
1
𝑟𝑟

sin𝜕𝜕� = −
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2
� =

2𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2)2 =

2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕
𝑟𝑟2

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

sin𝜕𝜕 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
�𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2

=
𝜕𝜕2

�𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2)
=

cos2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
1
𝑟𝑟

cos 𝜕𝜕� =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2
� =

−2𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2)2 = −

2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕
𝑟𝑟2

 

また、 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

=
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

=
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

= sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

 

であるから、(3)式は 
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

 

=
sin2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+ cos 𝜕𝜕 ⋅ �cos 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

+
2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕

𝑟𝑟2
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅ �cos𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

−
sin𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

� 
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+
cos2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+ sin𝜕𝜕 ⋅ �sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

−
2 cos 𝜕𝜕 sin𝜕𝜕

𝑟𝑟2
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟

cos 𝜕𝜕 ⋅ �sin𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕

+
cos 𝜕𝜕
𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

� 

= (sin2 𝜕𝜕 + cos2 𝜕𝜕) ⋅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+ �
sin2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

+
cos2 𝜕𝜕
𝑟𝑟

� ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+ �
sin2 𝜕𝜕
𝑟𝑟2

+
cos2 𝜕𝜕
𝑟𝑟2

� 

=
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
1
𝑟𝑟2
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

 

 

 テイラー展開、マクローリン展開 

教科書 P.144 演習問題 4-A 10.(演習に出題) 
次の関数のマクローリン展開を３次の項まで求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥(𝟏𝟏 + 𝒚𝒚) 

𝑓𝑓(0, 0) = 0, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 log(1 + 𝜕𝜕),     𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0      𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)⁄ ,         𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 log(1 + 𝜕𝜕),     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)⁄ ,         𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)2⁄ ,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 log(1 + 𝜕𝜕),     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)⁄ ,         𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)2⁄ ,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝑒𝑒𝑥𝑥 (1 + 𝜕𝜕)3⁄ ,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 2 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0 + (0 ⋅ 𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(0 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 − 1 ⋅ 𝜕𝜕2)

+
1
3!

(0 ⋅ 𝜕𝜕3 + 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕2𝜕𝜕 − 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 𝜕𝜕3) 

= 𝜕𝜕 + �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
1
2
𝜕𝜕2� + �

1
2
𝜕𝜕2𝜕𝜕 −

1
2
𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

1
3
𝜕𝜕3� 

    (𝟐𝟐) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) 
𝑓𝑓(0, 0) = 0, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = cos(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕),     𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1      𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = cos(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕),         𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − sin(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) , 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − cos(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) , 
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𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = −1 
よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0 + (1 ⋅ 𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(0 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 0 ⋅ 𝜕𝜕2)

−
1
3!

(1 ⋅ 𝜕𝜕3 + 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 1 ⋅ 𝜕𝜕3) 

= (𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) −
1
6

(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)3 

    (𝟑𝟑) 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) 
𝑓𝑓(0, 0) = 1, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = − sin(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕),     𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0      𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − sin(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕),       𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − cos(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) , 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − sin(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) , 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0,0) = 0 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 1 + (0 ⋅ 𝜕𝜕 + 0 ⋅ 𝜕𝜕) −
1
2!

(1 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕2)

−
1
3!

(0 ⋅ 𝜕𝜕3 + 3 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 3 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 0 ⋅ 𝜕𝜕3) 

= 1−
1
2

(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)2 

 
教科書演習 P.137 問題 4.14 （レポートに出題） 
次式のマクローリン展開を３次の項まで求めよ。 
    (𝟒𝟒) 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚    

𝑓𝑓(0, 0) = 1, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1      𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥,         𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 

よって、 
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𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 1 + (1 ⋅ 𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(1 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕2)

+
1
3!

(1 ⋅ 𝜕𝜕3 + 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 3 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 1 ⋅ 𝜕𝜕3) 

= 1 + (𝜕𝜕 + 𝜕𝜕) +
1
2

(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)2 +
1
6

(𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)3 

    (𝟓𝟓) 1
√1 − 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2

 （レポートに出題） 

𝑓𝑓(0, 0) = 1, 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝜕𝜕(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
3
2,    𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕(1 − 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

3
2, 

𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = (1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
3
2 + 3𝜕𝜕2(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

5
2     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕𝜕𝜕(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
5
2     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = (1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
3
2 + 3𝜕𝜕2(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

5
2,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 9𝜕𝜕(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
5
2 + 15𝜕𝜕3(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

7
2,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
5
2 + 15𝜕𝜕2𝜕𝜕(1 − 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

7
2,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
5
2 + 15𝜕𝜕𝜕𝜕2(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

7
2,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 9𝜕𝜕(1 − 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−
5
2 + 15𝜕𝜕3(1− 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2)−

7
2,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 1 + (0 ⋅ 𝜕𝜕 + 0 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(1 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕2)

+
1
3!

(0 ⋅ 𝜕𝜕3 + 3 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 3 ⋅ 0 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 0 ⋅ 𝜕𝜕3) 

= 1 +
1
2

(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2) 

 
チャート P.229 基本例題 115 
次式のマクローリン展開を 2 次の項まで求めよ。 
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    (𝟏𝟏) 𝒆𝒆𝒙𝒙−𝒚𝒚    
𝑓𝑓(0, 0) = 1, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑥𝑥 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1      𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑥𝑥,         𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑥𝑥 ,        𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 1 + (1 ⋅ 𝜕𝜕 − 1 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(1 ⋅ 𝜕𝜕2 − 2 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕2) 

= 1 + (𝜕𝜕 − 𝜕𝜕) +
1
2

(𝜕𝜕 − 𝜕𝜕)2 

    (𝟐𝟐) 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒚𝒚)    
𝑓𝑓(0, 0) = 1, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = − sin(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕) ,   𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0    𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −2 sin(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕) ,   𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = − cos(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) =  −2 cos(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)  𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −2 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −4 sin(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = −4, 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 1 + (0 ⋅ 𝜕𝜕 + 0 ⋅ 𝜕𝜕) −
1
2!

(1 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 2 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 4 ⋅ 𝜕𝜕2) 

= 1−
1
2

(𝜕𝜕3 + 4𝜕𝜕𝜕𝜕 + 4𝜕𝜕2) 

    (𝟑𝟑) (𝟏𝟏 + 𝒙𝒙) 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒚𝒚    
𝑓𝑓(0, 0) = 0, 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = sin 𝜕𝜕 ,   𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0    𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = (1 + 𝜕𝜕) cos 𝜕𝜕 ,   𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0     𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) =  cos 𝜕𝜕 , 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 1 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −(1 + 𝜕𝜕) sin𝜕𝜕 ,    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 0) = 0, 

よって、 

𝑓𝑓(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 + (0 ⋅ 𝜕𝜕 + 1 ⋅ 𝜕𝜕) +
1
2!

(0 ⋅ 𝜕𝜕2 + 2 ⋅ 1 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 0 ⋅ 𝜕𝜕2) 

= 𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 
 
 

 陰関数の微分 
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教科書 P.135 問 23 (演習に出題) 
   (𝟏𝟏)   次の関係式で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄  を求めよ。 

      (𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2 − 1 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −

2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕 − 2𝜕𝜕

 

      (𝟏𝟏 − 𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −

3𝜕𝜕2 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕
−3𝑎𝑎𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2

=
𝜕𝜕2 − 𝑎𝑎𝜕𝜕
𝑎𝑎𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2

 

      (𝟏𝟏 − 𝟑𝟑)   𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒚𝒚 = 𝒆𝒆𝒙𝒙+𝒚𝒚 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −

𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑥𝑥
=
𝑒𝑒𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1)
𝑒𝑒𝑥𝑥(1− 𝑒𝑒𝑥𝑥) 

教科書 P.145 演習問題 4-A 11 (レポートに出題) 
   (𝟐𝟐)   次の関係式で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄ ,𝒅𝒅𝟐𝟐𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐⁄  を求めよ。 

      (𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 − 1 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −

2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕

 

𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

= −
�2 + 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑑𝑑𝜕𝜕� (𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕) − �𝜕𝜕 + 2𝑑𝑑𝜕𝜕𝑑𝑑𝜕𝜕� (2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕)

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)2  

= −
6(𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2)

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)3 = −
6

(𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕)3 

      (𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 + 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −

3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕
−2𝜕𝜕

=
3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕

2𝜕𝜕
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𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

=
(6𝜕𝜕 + 2)(2𝜕𝜕) − (3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕) �2𝑑𝑑𝜕𝜕𝑑𝑑𝜕𝜕�

(2𝜕𝜕)2 =
4𝜕𝜕2(3𝜕𝜕 + 1) − 𝜕𝜕2(3𝜕𝜕 + 2)2

4𝜕𝜕3
 

      (𝟐𝟐 − 𝟑𝟑)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 − 3𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3 として、 
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕)
𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −

3𝜕𝜕2 − 3𝜕𝜕
−3𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2

=
𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕
𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2

 

𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

=
�2𝜕𝜕 − 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑑𝑑𝜕𝜕� (𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2) − (𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕) �1 − 2𝜕𝜕 𝑑𝑑𝜕𝜕𝑑𝑑𝜕𝜕�

(𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2)2 =
2𝜕𝜕𝜕𝜕(1 + 𝜕𝜕3 − 3𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3)

(𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2)3  

=
2𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2)3 

 

教科書演習 P.138 問題 4.15 
次の関係式 で定まる陰関数𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) に対し、𝒅𝒅𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙⁄ ,𝒅𝒅𝟐𝟐𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐⁄  を求めよ。 

      (𝟐𝟐 − 𝟒𝟒)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎  

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 + 2𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3=0 として、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕,   𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2  より  
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕
2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2

 

𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

= −
(6𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕′)(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2) − (3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕)(2 + 6𝜕𝜕𝜕𝜕′)

(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)2  

= −
(6𝜕𝜕2 + 18𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 4𝜕𝜕) + 𝜕𝜕′(4𝜕𝜕 + 18𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 18𝜕𝜕2)

(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)2  

= −
(6𝜕𝜕2 + 18𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 4𝜕𝜕)(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)− (4𝜕𝜕 + 18𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 6𝜕𝜕2)(3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕)

(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)3  

= −
{−16𝜕𝜕𝜕𝜕 + 54𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕3 + 2𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3)}

(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)3 =
16𝜕𝜕𝜕𝜕

(2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2)3 

      (𝟐𝟐 − 𝟓𝟓)   𝒚𝒚 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙+𝒚𝒚  

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥 − 𝜕𝜕 = 0として、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 2𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥 ,   𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥 − 1  より  
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= −
2𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥

𝑒𝑒2𝑥𝑥+𝑥𝑥 − 1
=

2𝜕𝜕
1− 𝜕𝜕
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𝑑𝑑2𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕2

=
2𝜕𝜕′(1 − 𝜕𝜕) − 2𝜕𝜕(−1𝜕𝜕′)

(1− 𝜕𝜕)2 =
2

(1 − 𝜕𝜕)2
2𝜕𝜕

1 − 𝜕𝜕
=

4𝜕𝜕
(1− 𝜕𝜕)3 

 

 陰関数の接線と法線の方程式 

教科書 P.144 演習問題 4-A 9. 
次の曲線の与えられた点における接線と法線の方程式を求めよ。 
   (𝟏𝟏) 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏      (𝟏𝟏,𝟎𝟎) 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 − 1 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥(1, 0) = 2,     𝐹𝐹𝑥𝑥(1, 0) = −1 
接線の方程式は、 

2(𝜕𝜕 − 1) − 𝜕𝜕 = 0 
2𝜕𝜕 − 𝜕𝜕 − 2 = 0 

法線の方程式は、 

−1(𝜕𝜕 − 1) − 2𝜕𝜕 = 0 
𝜕𝜕 + 2𝜕𝜕 − 1 = 0 

   (𝟐𝟐) 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚𝟐𝟐𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝟎𝟎      �𝟒𝟒,
𝟐𝟐
𝒆𝒆𝟐𝟐
� 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =  𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2𝑒𝑒𝑥𝑥 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) =  1 − 𝜕𝜕2𝑒𝑒𝑥𝑥,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) =  −2𝜕𝜕𝑒𝑒𝑥𝑥 

𝐹𝐹𝑥𝑥 �4,
2
𝑒𝑒2
� = −3,     𝐹𝐹𝑥𝑥 �4,

2
𝑒𝑒2
� =  −4𝑒𝑒2 

 接線の方程式は、 

−3(𝜕𝜕 − 4) − 4𝑒𝑒2 �𝜕𝜕 −  
2
𝑒𝑒2
� = 0 

3𝜕𝜕 + 4𝑒𝑒2𝜕𝜕 = 20 

法線の方程式は、 

−4𝑒𝑒2(𝜕𝜕 − 4) − 3 �𝜕𝜕 −
2
𝑒𝑒2
� = 0 

4𝑒𝑒2𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕 = 16𝑒𝑒2 −
6
𝑒𝑒2

 

教科書演習 P.139 例題 4.16 

   (𝟑𝟑)  𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏      �
𝟏𝟏
√𝟐𝟐

,
𝟏𝟏
√𝟐𝟐

� 
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𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2 − 1 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥 �
1
√2

, 1
√2
� = √2,     𝐹𝐹𝑥𝑥 �

1
√2

, 1
√2
� = √2 

接線の方程式は、 

√2 �𝜕𝜕 −
1
√2
� + √2 �𝜕𝜕 −

1
√2
� = 0 

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 − √2 = 0 

法線の方程式は、 

√2 �𝜕𝜕 −
1
√2
� − √2 �𝜕𝜕 −

1
√2
� = 0 

𝜕𝜕 − 𝜕𝜕 = 0 

   (𝟒𝟒) 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎      (𝟏𝟏,−𝟏𝟏) 
𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 + 𝜕𝜕2𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 = 0 として、  

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕 + 1 より 

𝐹𝐹𝑥𝑥(1,−1) = 2,     𝐹𝐹𝑥𝑥�1,√2� = 1 
接線の方程式は、 

2(𝜕𝜕 − 1) + (𝜕𝜕 + 1) = 0 
2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 − 1 = 0 

法線の方程式は、 
(𝜕𝜕 − 1) − 2(𝜕𝜕 + 1) = 0 
𝜕𝜕 − 2𝜕𝜕 − 3 = 0 

 
教科書演習 P.139 問題 4.16 

   (𝟓𝟓)   
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐
+
𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒃𝒃𝟐𝟐
= 𝟏𝟏      (𝜶𝜶,𝜷𝜷) 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =
𝜕𝜕2

𝑎𝑎2
+
𝜕𝜕2

𝑏𝑏2
− 1 として、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =
2𝜕𝜕
𝑎𝑎2

,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =
2𝜕𝜕
𝑏𝑏2

 より、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝛼𝛼,𝛽𝛽) =
2𝛼𝛼
𝑎𝑎2

,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝛼𝛼,𝛽𝛽) =
2𝛽𝛽
𝑏𝑏2

 

接線の方程式は、 
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2𝛼𝛼
𝑎𝑎2

(𝜕𝜕 − 𝛼𝛼) +
2𝛽𝛽
𝑏𝑏2

(𝜕𝜕 − 𝛽𝛽) = 0 

2𝛼𝛼
𝑎𝑎2

𝜕𝜕 +
2𝛽𝛽
𝑏𝑏2

𝜕𝜕 − 1 = 0 

法線の方程式は、 

2𝛽𝛽
𝑏𝑏2

(𝜕𝜕 − 𝛼𝛼) −
2𝛼𝛼
𝑎𝑎2

(𝜕𝜕 − 𝛽𝛽) = 0 

2𝛽𝛽
𝑏𝑏2

𝜕𝜕 −
2𝛼𝛼
𝑎𝑎2

𝜕𝜕 = 𝛼𝛼𝛽𝛽 �
1
𝑏𝑏2

+
1
𝑎𝑎2
� 

   (𝟔𝟔)   𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = −𝟏𝟏      �𝟏𝟏,√𝟐𝟐� 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2 + 1 として、 𝐹𝐹𝑥𝑥�1,√2� = 2,     𝐹𝐹𝑥𝑥�1,√2� = −2√2 
接線の方程式は、 

2(𝜕𝜕 − 1) − 2√2�𝜕𝜕 − √2� = 0 

𝜕𝜕 + √2𝜕𝜕 + 1 = 0 

法線の方程式は、 

−2√2(𝜕𝜕 − 1) − 2�𝜕𝜕 − √2� = 0 

√2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 − 2√2 = 0 

 
チャート P.235 基本例題 118 

   (𝟕𝟕)   𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏      �
𝟏𝟏
√𝟐𝟐𝟑𝟑 ,

𝟏𝟏
√𝟐𝟐𝟑𝟑 � 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 + 𝜕𝜕3  − 1 として、 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2,     𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 より、 1
√23 = 2−

1
3 より 

𝐹𝐹𝑥𝑥 �
1
√23 ,

1
√23 � = 3 ⋅ 2−

2
3,     𝐹𝐹𝑥𝑥 �

1
√23 ,

1
√23 � = 3 ⋅ 2−

2
3 

接線の方程式は、 

3 ⋅ 2−
2
3 �𝜕𝜕 − 2−

1
3� + 3 ⋅ 2−

2
3 �𝜕𝜕 − 2−

1
3� = 0 

𝜕𝜕 + 𝜕𝜕 − 2
2
3 = 0 
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 特異点 

教科書 P.137 問 25 
次の曲線の特異点を求めよ。 

   (𝟏𝟏)   𝒙𝒙(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕(𝜕𝜕 + 1)2 − 𝜕𝜕2 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 + 4𝜕𝜕 + 1 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −2𝜕𝜕 = 0 

3 式より、特異点は、(−1, 0) 

   (𝟐𝟐)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕3 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −3𝑎𝑎𝜕𝜕 + 3𝜕𝜕2 = 0 

3 式より、特異点は、(0, 0) 

   (𝟑𝟑)   𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2𝜕𝜕 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 − 2𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 − 𝜕𝜕2 = 0 

3 式より、特異点は、(0, 0) 

教科書 P.145 演習問題 4-A 12. 
次の曲線の特異点を求めよ。 

   (𝟒𝟒)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 
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𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 − 3𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 − 3 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 = 0 

3 式より、特異点はない 

   (𝟓𝟓)   𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚 + 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝒙𝒙𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =  𝜕𝜕2 − 2𝜕𝜕2𝜕𝜕 + 𝜕𝜕4 − 𝜕𝜕5 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = −4𝜕𝜕𝜕𝜕 + 4𝜕𝜕3 − 5𝜕𝜕4 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕 − 2𝜕𝜕2 = 0 

3 式より、特異点は、(0, 0) 

   (𝟔𝟔)   𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒂𝒂𝒙𝒙𝒚𝒚 − 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟎𝟎 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 𝜕𝜕3 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕3 とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 3𝜕𝜕2 − 3𝑎𝑎𝜕𝜕 = 0, 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = −3𝑎𝑎𝜕𝜕 − 3𝜕𝜕2 = 0 

3 式より、特異点は、(0, 0) 

 

教科書演習 P.140 問題 4.17 
次の曲線の特異点を求めよ。 

   (𝟕𝟕)   �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�
𝟐𝟐

= 𝒂𝒂𝟐𝟐�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐�     (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) =  (𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕2)2 − 𝑎𝑎2(𝜕𝜕2 − 𝜕𝜕2) とおくと、 

𝐹𝐹(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 0 

𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕,𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕(2𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕2 − 𝑎𝑎2) = 0, 
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𝐹𝐹𝑥𝑥(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 2𝜕𝜕(2𝜕𝜕2 + 2𝜕𝜕2 + 𝑎𝑎2) 

3 式より、特異点は、(0, 0) 

 

 物理数学としての問題 

前年度 レポート問題 

３変数𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛の間に𝑭𝑭(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = 𝟎𝟎 の関係があるとき、各変数は他の２変数の陰関数

𝒙𝒙(𝒚𝒚, 𝒛𝒛),𝒚𝒚(𝒛𝒛,𝒙𝒙), 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚) となる。このとき、次式となることを示せ。 
𝝏𝝏𝒙𝒙(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏𝒚𝒚(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒛𝒛

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒚𝒚, 𝒛𝒛)
𝝏𝝏𝒙𝒙

= −𝟏𝟏 

𝜕𝜕,𝜕𝜕, 𝜕𝜕に関する全微分は、 

𝑑𝑑𝜕𝜕 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕⋯ (1) 

𝑑𝑑𝜕𝜕 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕⋯ (2) 

𝑑𝑑𝜕𝜕 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝜕𝜕⋯ (3) 

(3)式を𝑑𝑑𝜕𝜕に付いて解くと 

𝑑𝑑𝜕𝜕 = −�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

𝑑𝑑𝜕𝜕 + �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

𝑑𝑑𝜕𝜕⋯ (4) 

これと(1)式と比較すると 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
��
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

⋯ (5) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

⋯ (6) 

同様に𝑑𝑑𝜕𝜕について解いて(2)式と比較すると 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

⋯ (7) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

⋯ (8) 

よって、式(5)と(7)より 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= �−�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
��
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
−1 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
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