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微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

第 2 回 多変数関数の微分（2） 
 
今回のポイント 

4.3 全微分（教 P.120～） 
 接平面があるか調べる ＝ 全微分可能かどうか 

点𝐀𝐀(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏, 𝒛𝒛𝟏𝟏)を通って２つの方向ベクトル 
𝒅𝒅𝟏𝟏
���⃗ = (𝟏𝟏,  𝟎𝟎,  𝒎𝒎𝟏𝟏)と𝒅𝒅𝟐𝟐

���⃗ = (𝟏𝟏,  𝟎𝟎,  𝒎𝒎𝟐𝟐)をもつ平面は、 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1 = 𝒎𝒎𝟏𝟏(𝑥𝑥 − 𝒙𝒙𝟏𝟏) + 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝟏𝟏) 

と書くことができる。（右上図） 
 これが平面𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) の接平面だとすると、点

𝐀𝐀(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏, 𝒛𝒛𝟏𝟏)で偏微分可能だとすると、 
𝑚𝑚1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 
𝑚𝑚2 = 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 

となるので、 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑥𝑥 − 𝒙𝒙𝟏𝟏) + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝟏𝟏) 
と書くことができる。 
ただし、 
『点Aで偏微分可能である』≠『接平面がある』 
であることに注意すること。 
 
例えば、右のような平面の稜線部分では、偏微分はそれぞれ可

能であるが接平面は定まらない。 
 
接平面を求めるためには、𝑥𝑥, 𝑦𝑦方向以外の方向にもなめらかな 
曲線が存在することを調べる必要がある。 

↓ 
全微分可能 

  

1. 全微分可能性 
2. 接平面の計算 
3. 完全型微分方程式の判定と解法 
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曲面 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が曲面上の点A(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧1)において偏微分可能とする。 

点Aを通って２つの方向ベクトル𝑑𝑑1���⃗ = �1,  0,  𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)�と𝑑𝑑2���⃗ = �1,  0,  𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)�をもつ平面𝛼𝛼 

は、 
𝛼𝛼:  𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑥𝑥 − 𝒙𝒙𝟏𝟏) + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

⋅ (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝟏𝟏) 
と書ける。 
 これが平面𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) の接平面だとする

と、点𝐀𝐀(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏, 𝒛𝒛𝟏𝟏)で偏微分可能だとすると、 
𝑚𝑚1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 
𝑚𝑚2 = 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 

となるので、 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑥𝑥 − 𝒙𝒙𝟏𝟏) + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

⋅ (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝟏𝟏) 
 
上図の 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 の𝑧𝑧座標をそれぞれ𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3 とおくと 

𝑧𝑧1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 
𝑧𝑧2 = 𝑧𝑧1 + 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑥𝑥 + ℎ − 𝒙𝒙𝟏𝟏) + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 𝑦𝑦𝟏𝟏) 

= 𝑧𝑧1 + 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ℎ + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ 𝑘𝑘 

𝑧𝑧3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘) 
ここで、BD = ∆𝑧𝑧, CD = 𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) とおくと、 

BD = BC + CD 
∆𝑧𝑧 = (𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1) +  𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 

= 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ℎ + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ 𝑘𝑘 +  𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 
この 𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) とは、点 B 上における平面𝛼𝛼 と接平面の誤差である。 

ここで、(ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0)としたとき 
𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
→ 0 

となれば、全微分可能といい、平面𝛼𝛼 は曲面 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の接平面となる。 
全微分可能かどうか調べるには、 

𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
=

𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) − 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ℎ + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ 𝑘𝑘

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
 

となるので、この(ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0) における極限を調べれば良い。 
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例 12  
    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 が(𝟎𝟎, 𝟎𝟎) で全微分可能であることを示せ。 

𝑓𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘𝑘) = ℎ2 + ℎ𝑘𝑘 + 𝑘𝑘2 
𝑓𝑓(0, 0) = 0 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,         𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 0,       
𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦,         𝑓𝑓𝑦𝑦(0, 0) = 0,       

∴  
𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
= ℎ2 + ℎ𝑘𝑘 + 𝑘𝑘2

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
= √ℎ2 + 𝑘𝑘2 + ℎ𝑘𝑘

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
→ 0 ((ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0)) 

よって 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は (0, 0) で全微分可能である。 
例題 4  
   𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = √|𝒙𝒙𝒚𝒚| が(𝟎𝟎, 𝟎𝟎) で連続かつ偏微分可能であるが、全微分可能でないことを示せ。 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が(0, 0) で連続なことは明らか。 
𝑓𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘𝑘) = √|ℎ𝑘𝑘| 
𝑓𝑓(0, 0) = 0 
またすべての𝑥𝑥, 𝑦𝑦 について𝑓𝑓(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(0, 𝑦𝑦) = 0 なので𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 𝑓𝑓𝑦𝑦(0, 0) = 0 

∴  
𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
=

√|ℎ𝑘𝑘|

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
 

であるが、𝑘𝑘 = ℎとして(ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0) とすると上式は 1
√2

 となり 0 にはならない。よって

全微分可能ではない。 
 

 
  
  
 

全微分可能の定義 
2 変数関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) で偏微分可能なとき、 

∆𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ℎ + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ 𝑘𝑘 +  𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 
に対して、 

lim
(ℎ,𝑘𝑘)→(0,0)

𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
= 0 

が成り立つならば、2 変数関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) において 
全微分可能という。 
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 𝐶𝐶1級 (微分可能で𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が連続) ⇒ 全微分可能 ⇒ 連続かつ偏微分可能 

 
 全微分の定義 

 
 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 の増分∆𝑥𝑥, ∆𝑦𝑦, ∆𝑧𝑧 を限りなく0 に近づけていったときの微分量をそれぞれ𝑑𝑑𝑥𝑥, 𝑑𝑑𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑧𝑧 
と表す。 

関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) で全微分可能なとき、∆𝑥𝑥 → 0, ∆𝑦𝑦 → 0 とすると、 
∆𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ∆𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ ∆𝑦𝑦 +  𝜀𝜀(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 

                   ↓              ↓             ↓      ↓ 
                  𝑑𝑑𝑧𝑧                         𝑑𝑑𝑥𝑥                         𝑑𝑑𝑦𝑦           0 (全微分可能より)  
となって、 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑦𝑦 
と表され、これは点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) における𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) のの“全微分”と定義される。 
 
例 13 
 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 の全微分を求めよ 
  𝑧𝑧𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦,     𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦2 
 となるので 

  𝑑𝑑𝑧𝑧 = �3𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑥𝑥 + (𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑦𝑦 

定理 8 
関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が点(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) の近傍について偏微分可能で、𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, y), 
𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, y) が(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) で連続ならば 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) で全微分可能 

系 
(1) 関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が領域𝐷𝐷 で𝐶𝐶1級であるならば、 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は 𝐷𝐷 で全微分可能 
(2) 関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が領域𝐷𝐷 で𝑛𝑛回微分可能で、𝑛𝑛次導関数がすべて𝐷𝐷で

連続ならば、 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は 𝐷𝐷 で𝐶𝐶𝑛𝑛級 

全微分の定義 
2 変数関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) で全微分可能なとき、 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑦𝑦 
が成り立ち、これを点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) における𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) の“全微分”という。 
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 接平面と法線 

 
例題 5  
次の曲面の与えられた点における接平面と法線の方程式を求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝟐𝟐) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1,1) = 2,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1,1) = 2 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 2 = 2(𝑥𝑥 − 1) + 2(𝑦𝑦 − 1) 
2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥 − 1

2
=

𝑦𝑦 − 1
2

= 𝑧𝑧 − 2
−1

 

    (𝟐𝟐) 𝒛𝒛 = √𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 とすると、 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

,          𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = −𝑎𝑎
√1 − 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

= − 𝑎𝑎
𝑐𝑐

, 

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
−𝑦𝑦

√1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2
,          𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = −𝑏𝑏

√1− 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2
= − 𝑏𝑏

𝑐𝑐
, 

よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − c = − 𝑎𝑎
𝑐𝑐

(𝑥𝑥 − a) − 𝑏𝑏
𝑐𝑐

(𝑦𝑦 − b) 

𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 = 1 
また、法線の方程式は 

−
𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)

𝑐𝑐
= −

𝑏𝑏(𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)
𝑐𝑐

= 𝑧𝑧 − 𝑐𝑐
−1

 

𝑥𝑥
𝑎𝑎

=
𝑦𝑦
𝑏𝑏

= 𝑧𝑧
𝑐𝑐
 

 

接平面の方程式 
2 変数関数𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は点(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) において全微分可能のとき、曲面

上の点A(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧1)における接平面の方程式は次式で与えられる。 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) ⋅ (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) 

また、この接平面の法線は、 
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)
=

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

=
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1

−1
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 微分方程式とは 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
物理現象の多くは微分方程式で 
書き表される。 

（例）空気抵抗のある自由落下運動 𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2 = −𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑  

（例）ばね振動   𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2 = −𝑘𝑘𝑥𝑥 − 𝑏𝑏 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹0 cos Ω𝑑𝑑 

 
 完全微分方程式 

微分方程式のうち、全微分𝑑𝑑𝑧𝑧 = 0 の形になるもの 

𝒅𝒅𝒛𝒛 = 𝒇𝒇𝒙𝒙(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏)𝒅𝒅𝒙𝒙 + 𝒇𝒇𝒚𝒚(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒚𝒚𝟏𝟏)𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎  

を“完全微分形”または“完全微分方程式”という。 
 

1 階微分方程式： 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

= −
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

   ⋯ (∗) 

を変形すると 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 

となる。ここでもし、𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), 𝑓𝑓𝑦𝑦 = 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) がなりたてば、 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑦𝑦 

= 𝑑𝑑𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0 
となるので、(∗)の微分方程式の解は 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝐶𝐶    (𝐶𝐶は任意定数) 
となる。 

完全微分方程式として微分方程式を解くには、上の赤線部分を確認して完全微分形であるこ

とを示す必要がある。赤線部分を確認するのに、シュワルツの定理を用いる。 

方程式  
𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4 = 0  

→   𝑥𝑥 = 1, −4  (解)  

 未知の数𝑥𝑥を求める。 

微分方程式  

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 2𝑥𝑥 − 5 

→   𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 𝐶𝐶   �𝐶𝐶は任意定数� ⋯ (一般解) 

 未知の関数𝑥𝑥を求める。 
初期条件を与えられれば、𝐶𝐶は一意に決まり、 

𝑦𝑦(0) = 0 
とすれば、𝐶𝐶 = 0 となるので 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 ⋯ (特殊解) 
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【証明】 
(i) 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 が完全微分方程式であるならば、 

その定義より２変数関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) があって、𝑑𝑑𝑓𝑓 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 を満たすので、 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑥𝑥, 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑦𝑦 

となる。全微分可能であるならば、𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)および 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は連続な偏導関数を持つので、

𝑓𝑓は２階の偏導関数をもつ。シュワルツの定理より 
𝑃𝑃𝑦𝑦 = (𝑓𝑓𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑥𝑥 = �𝑓𝑓𝑦𝑦�𝑥𝑥 = 𝑄𝑄𝑥𝑥 

∴ 𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑄𝑄𝑥𝑥 

が成り立つ。 
(ii) 逆に𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑄𝑄𝑥𝑥が成り立っているものとすると、 

ここで、𝑥𝑥0を変数𝑥𝑥 の定義域の中のある値とし、𝑃𝑃 を連続関数として 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = � 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ 𝑚𝑚(𝑦𝑦) ⋯ (2) 

とおく。この式の両辺を𝑦𝑦 で微分すると、 

𝑓𝑓𝑦𝑦 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 � 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑚𝑚(𝑦𝑦) 

 
 
 
 
 

      = � 𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ 𝑚𝑚′(𝑦𝑦) ⋯ (3) 

= 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)+𝑚𝑚′(𝑦𝑦) 
ここで𝑓𝑓𝑦𝑦 =  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) であるから 𝑚𝑚′(𝑦𝑦) = 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦) となる。 

完全微分方程式の判定条件とその一般解 
微分方程式      𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 ⋯ (1) 
（ただし、𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)および 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は連続な偏導関数をもつ）について 
(i) 判定条件𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑄𝑄𝑥𝑥を満たすならば、これは“完全微分方程式”で

あり、 
(ii) その一般解は 

� 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ � 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦

𝑦𝑦0

= 𝐶𝐶  

である。 
（ただし、𝑥𝑥0, 𝑦𝑦は𝑥𝑥, 𝑦𝑦 のそれぞれの定義域の中の定数を表す） 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 � 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑥𝑥0

= �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

 

= � 𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

= � 𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0
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𝑚𝑚(𝑦𝑦) = � 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦

𝑦𝑦0

⋯ (4) 

となる。(4)式を(2)式に代入すると、 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = � 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ � 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦

𝑦𝑦0

⋯ (5) 

(5)式を𝑥𝑥で微分すると𝑓𝑓𝑥𝑥 =  𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)となるので、 
𝑑𝑑𝑓𝑓 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 

となり、(1)式は完全微分方程式であり、(1)式の一般解𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0は、 

� 𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0

+ � 𝑄𝑄(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦

𝑦𝑦0

= 𝐶𝐶 

である。 
 
  
例題  (キャンパス・ゼミ 常微分方程式 P.57) 
    (𝟏𝟏)    (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝟓𝟓𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 5𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 とおくと、 
𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 5,      𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 5  なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� (2𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � (5 ⋅ 0 + 2𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥𝑦𝑦�0
𝑥𝑥 + �𝑦𝑦2�0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 

𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

    (𝟐𝟐)    (𝟐𝟐𝒙𝒙𝒚𝒚 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥𝑦𝑦 − cos 𝑥𝑥 ,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 − 1 とおくと、 
𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑠𝑠,      𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥  なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� (2𝑥𝑥𝑦𝑦 − cos 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � �02 − 1�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�𝑥𝑥2𝑦𝑦 − sin 𝑥𝑥�0
𝑥𝑥 + [−𝑦𝑦]0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 

𝑥𝑥2𝑦𝑦 − sin 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

例題 13  (キャンパス・ゼミ 常微分方程式 P.58) 
    (𝟏𝟏)    �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚�𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝒙𝒙 − 𝒆𝒆𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑦𝑦 とおくと、 
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𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1,      𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1  なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � (0 − 𝑒𝑒𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�
𝑥𝑥3

3
+ 𝑥𝑥𝑦𝑦�0

𝑥𝑥
+ [−𝑒𝑒𝑦𝑦]0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥3

3
+ 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑒𝑒𝑦𝑦 + 1 = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥𝑦𝑦 − 3𝑒𝑒𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

    (𝟐𝟐)    
𝒚𝒚

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒙𝒙 − 𝒙𝒙

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2   とおくと、 

𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
1 ⋅ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� − 𝑦𝑦 ⋅ 2𝑦𝑦

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 , 

𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −
1 ⋅ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� − 𝑥𝑥 ⋅ 2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2   

なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� �
𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � �

0
02 + 𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶′ 

�
⎝
⎜
⎜
⎜
⎛ 1

𝑦𝑦

�
𝑥𝑥
𝑦𝑦�

2
+ 1

⎠
⎟
⎟
⎟
⎞

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
= 𝐶𝐶′ 

1
𝑦𝑦 �𝑦𝑦 ⋅ tan−1

�
𝑥𝑥
𝑦𝑦��0

𝑥𝑥
= 𝐶𝐶′ 

tan−1
�

𝑥𝑥
𝑦𝑦� = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥
𝑦𝑦

= tan 𝐶𝐶′ 

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

    (𝟑𝟑)    𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒙𝒙 +
�

𝟏𝟏
𝒚𝒚

− 𝒙𝒙
𝒚𝒚√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�

𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
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𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1
√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1
𝑦𝑦

− 𝑥𝑥
𝑦𝑦√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

とおくと、 

𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
−𝑦𝑦

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
3
2

,      𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
−𝑦𝑦

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
3
2

   

なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� �
1

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

0
+ � �

1
𝑦𝑦

− 0
𝑦𝑦√02 + 𝑦𝑦2�

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑦𝑦

𝟏𝟏
= 𝐶𝐶 

�log�𝑥𝑥 + √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
��0

𝑥𝑥
+ [log|𝑦𝑦|]1

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶′ 

log�𝑥𝑥 + √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
� − log|𝑦𝑦| + log|𝑦𝑦| = 𝐶𝐶′ 

log�𝑥𝑥 + √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
� = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥 + √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑒𝑒𝐶𝐶′
 

𝑥𝑥 + √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 
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【問題集】 
 全微分可能性の判定問題 

    ℝ𝟐𝟐で定義された 

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) =
⎩⎪
⎨
⎪⎧

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
    �(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)�

𝟎𝟎                       �(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)�
       

 の原点(𝟎𝟎, 𝟎𝟎) における全微分可能性を調べよ。 
 

 全微分を求める問題 

 以下の関数の全微分を求めなさい。 
    (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 
    (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 
    (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒚𝒚 

    (𝟒𝟒)    𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝒚𝒚 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐

   �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)�, 

𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎  �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = (𝟎𝟎,𝟎𝟎)� 
で定義される関数について以下の問いに答えよ。 

       (𝟒𝟒 − 𝟏𝟏)     𝒇𝒇𝒙𝒙(𝟎𝟎,𝟎𝟎),𝒇𝒇𝒚𝒚(𝟎𝟎,𝟎𝟎) を求めよ。 

      (𝟒𝟒 − 𝟐𝟐)    𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)は(0,0)で全微分可能であることを示せ。 

      (𝟒𝟒 − 𝟑𝟑)     𝒇𝒇𝒙𝒙(𝒙𝒙,𝒚𝒚)   �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)�を求め𝒇𝒇𝒙𝒙(𝒙𝒙,𝒚𝒚)は(0,0)で不連続であることを示せ。 

 以下の関数の全微分を求めなさい。 
    (𝟓𝟓)    𝑧𝑧 = (𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)3 
    (𝟔𝟔)    𝑧𝑧 = sin�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2� 
 

 接平面と法線を求める問題 

以下の関数の与えられた点における接平面および法線の方程式を求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝟎𝟎) 
    (𝟐𝟐) 𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟐𝟐) 
    (𝟑𝟑) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝟏𝟏) 
    (𝟒𝟒) 𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙−𝟑𝟑𝒚𝒚   (𝟎𝟎, 𝟎𝟎, 𝟏𝟏) 
    (𝟓𝟓) 𝒛𝒛 = 𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) 
    (𝟔𝟔) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟐𝟐, −𝟑𝟑) 
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    (𝟖𝟖) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚   (𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝟐𝟐) 
    (𝟗𝟗) 𝒛𝒛 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)   �𝟎𝟎, 𝝅𝝅

𝟐𝟐 , 𝟎𝟎� 
   (𝟏𝟏𝟎𝟎)    𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� について 
      (𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟏) 点𝐀𝐀𝟎𝟎(𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟔𝟔)における全微分を求めよ。 
      (𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝟐) 点𝐀𝐀𝟎𝟎(𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟔𝟔)における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 
   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) について 
      (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝟏𝟏) 点𝐀𝐀𝟎𝟎�

𝜋𝜋
4 , 𝜋𝜋

4 , 0�における全微分を求めよ。 
      (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝟐𝟐) 点𝐀𝐀𝟎𝟎�

𝜋𝜋
4 , 𝜋𝜋

4 , 0�における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 
   (𝟏𝟏𝟐𝟐)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒚𝒚 について点(𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝒆𝒆)における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 
 

 完全微分方程式の問題 

次の微分方程式の一般解を求めよ。 
    (𝟏𝟏)    (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + �𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟐𝟐�𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
    (𝟐𝟐)    (−𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + 𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
    (𝟑𝟑)    (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝒙𝒙 + 𝟏𝟏) 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
    (𝟒𝟒)    �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚�𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝒙𝒙 − 𝒆𝒆𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
 

 物理数学としての問題（レポートに出題） 

(1) van der Waals の状態方程式 

𝒑𝒑(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝑻𝑻
𝑽𝑽 − 𝒏𝒏𝒃𝒃

− 𝒂𝒂𝒏𝒏𝟐𝟐

𝑽𝑽 𝟐𝟐
    の全微分𝒅𝒅𝒑𝒑を求め、 

𝒅𝒅𝒑𝒑 = 𝟎𝟎のとき、
𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅�=

𝝏𝝏𝑻𝑻 (𝑽𝑽 , 𝒑𝒑)
𝝏𝝏𝑽𝑽

= �
𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝑽𝑽 �𝒑𝒑�   を求めよ。 

(2) 断熱変化に対する熱力学第一法則（𝚫𝚫𝑼𝑼 = 𝑸𝑸 + 𝑾𝑾 ）は 𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝒏𝒏𝒏𝒏𝒅𝒅𝑻𝑻 = −𝒑𝒑𝒅𝒅𝑽𝑽 と書ける。この

微分方程式を解き、ポアソンの法則 𝑽𝑽 𝑻𝑻
𝟑𝟑
𝟐𝟐 = 一定 を導出せよ。(𝒑𝒑𝑽𝑽 = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝑻𝑻 を用いて良

い) 
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【解答】 
 全微分可能性の判定問題 

チャート P.221 基本例題 107 
    ℝ𝟐𝟐で定義された 

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) =
⎩⎪
⎨
⎪⎧

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝒚𝒚 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
    �(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)�

𝟎𝟎                       �(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)�
       

 の原点(𝟎𝟎, 𝟎𝟎) における全微分可能性を調べよ。 

             (ℎ, 𝑘𝑘) ≠ (0, 0) のとき、 𝑓𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘𝑘) = 2ℎ3 + 𝑘𝑘4

ℎ2 − ℎ𝑘𝑘 + 𝑘𝑘2 

𝑓𝑓(0, 0) = 0 

𝑦𝑦 = 0 のとき、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 0) = 2𝑥𝑥 から、 𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) = 2𝑥𝑥 
𝑥𝑥 = 0 のとき、𝑓𝑓(0, 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦2 から、 𝑓𝑓𝑦𝑦(0, 0) = 0 

∴ 
𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
=

2ℎ3 + 𝑘𝑘4

ℎ2 − ℎ𝑘𝑘 + 𝑘𝑘2 − 0 − 2ℎ − 0

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
 

= 2ℎ2𝑘𝑘 − 2ℎ𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘4

(ℎ2 − ℎ𝑘𝑘 + 𝑘𝑘2)√ℎ2 + 𝑘𝑘2
 

となる。ここで、𝑘𝑘 = 𝑚𝑚ℎ に沿って、原点𝑂𝑂(0，0)に近づくものとすると、 
𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
=

2ℎ2(𝑚𝑚ℎ) − 2ℎ(𝑚𝑚ℎ)2 + (𝑚𝑚ℎ)4

(ℎ2 − ℎ(𝑚𝑚ℎ) + (𝑚𝑚ℎ)2)√ℎ2 + (𝑚𝑚ℎ)2
 

= 2𝑚𝑚 − 2𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4ℎ

(1 − 𝑚𝑚 + 𝑚𝑚2)√1 + 𝑚𝑚2
 

となるが、𝑚𝑚 = 0のときは、0となるのが、𝑚𝑚 = −1のときは、− 2√2
3 となり、収束しない。 

よって全微分可能ではない。 
 

 全微分を求める問題 

教科書 P.123 問 14 （演習に出題） 
 以下の関数の全微分を求めなさい。 
    (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = cos 𝑦𝑦,     𝑧𝑧𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦 
 となるので 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = cos 𝑦𝑦 ⋅ 𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦 ⋅ 𝑑𝑑𝑦𝑦 

    (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 
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𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,     𝑧𝑧𝑦𝑦 =

2𝑦𝑦
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

となるので 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑥𝑥 +

2𝑦𝑦
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 𝑑𝑑𝑦𝑦 

    (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒚𝒚 
𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦,     𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦 

 となるので 
  𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦 

 
教科書 P.144 演習問題 4-A 6（レポートに出題） 

    (𝟒𝟒)    𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝒚𝒚 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐

   �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)�, 

𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎  �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = (𝟎𝟎,𝟎𝟎)� 
で定義される関数について以下の問いに答えよ。 

       (𝟒𝟒 − 𝟏𝟏)     𝒇𝒇𝒙𝒙(𝟎𝟎,𝟎𝟎),𝒇𝒇𝒚𝒚(𝟎𝟎,𝟎𝟎) を求めよ。 

𝑓𝑓𝑥𝑥(0, 0) =  lim
ℎ→0

𝑓𝑓(ℎ, 0) − 𝑓𝑓(0,0)
ℎ

= lim
ℎ→0

0
ℎ

= 0 

𝑓𝑓𝑦𝑦(0, 0) =  lim
𝑘𝑘→0

𝑓𝑓(0, 𝑘𝑘) − 𝑓𝑓(0,0)
𝑘𝑘

= lim
𝑘𝑘→0

0
𝑘𝑘

= 0 

      (𝟒𝟒 − 𝟐𝟐)    𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚)は(0,0)で全微分可能であることを示せ。 

𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
=
ℎ𝑘𝑘 sin 1

√ℎ2 + 𝑘𝑘2

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
= ℎ𝑘𝑘

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
sin 1

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
 

このとき、 

0 ≤
𝜀𝜀(0, 0)

�ℎ2 + 𝑘𝑘2
≤

|ℎ𝑘𝑘|

�ℎ2 + 𝑘𝑘2
≤ |ℎ| → 0    ((ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0)) 

よって、 
𝜀𝜀(0, 0)

√ℎ2 + 𝑘𝑘2
→ 0   ((ℎ, 𝑘𝑘) → (0, 0)) 

よって 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は (0, 0) で全微分可能である。 

      (𝟒𝟒 − 𝟑𝟑)     𝒇𝒇𝒙𝒙(𝒙𝒙,𝒚𝒚)   �(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)�を求め𝒇𝒇𝒙𝒙(𝒙𝒙,𝒚𝒚)は(0,0)で不連続であることを示せ。 
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𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =  𝑦𝑦 sin
1

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
− 𝑥𝑥2𝑦𝑦(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)−

3
2 ⋅ cos

1
�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

 

 であるから、直線𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 に沿って (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → (0, 0) とすると、 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の極限値は存在しない。よって、𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦)は(0,0)で不連続である。 

 
教科書演習 P.131 4.7 
 以下の関数の全微分を求めなさい。 
    (𝟓𝟓)    𝑧𝑧 = (𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)3 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 3(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)2,     𝑧𝑧𝑦𝑦 = −6(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)2 
 となるので 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = 3(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)2𝑑𝑑𝑥𝑥 − 6(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)2𝑑𝑑𝑦𝑦 
    (𝟔𝟔)    𝑧𝑧 = sin�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥 cos�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2�,     𝑧𝑧𝑦𝑦 = 4𝑦𝑦 cos�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2� 
 となるので 

  𝑑𝑑𝑧𝑧 = 2𝑥𝑥 cos�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2� ⋅ 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 cos�𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2� ⋅ 𝑑𝑑𝑦𝑦 

 
 接平面と法線を求める問題 

教科書 P.127 問 17（レポートに出題） 
以下の関数の与えられた点における接平面および法線の方程式を求めよ。 
    (𝟏𝟏) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝟎𝟎) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 2,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −2𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = −2 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 = 2(𝑥𝑥 − 1) − 2(𝑦𝑦 − 1) 
2𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 0 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥 − 1

2
=

𝑦𝑦 − 1
−2

= −𝑧𝑧 

    (𝟐𝟐) 𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐�   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟐𝟐) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = log�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� とすると、 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 1,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =

2𝑦𝑦
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = 1 

よって、接平面の方程式は 
𝑧𝑧 − log 2 = (𝑥𝑥 − 1) + (𝑦𝑦 − 1) 
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𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 2 + log 2 = 0 
また、法線の方程式は 

𝑥𝑥 − 1 = 𝑦𝑦 − 1 = −𝑧𝑧 + log 2 

 
教科書 P.144 演習問題 4-A 7．（演習に出題） 
    (𝟑𝟑) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝟏𝟏) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑦𝑦 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 1,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = 1 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 1 = (𝑥𝑥 − 1) + (𝑦𝑦 − 1) 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = −𝑧𝑧 + 2 

    (𝟒𝟒) 𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙−𝟑𝟑𝒚𝒚   (𝟎𝟎, 𝟎𝟎, 𝟏𝟏) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥−3𝑦𝑦 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑒𝑒2𝑥𝑥−3𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 2,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −3𝑒𝑒2𝑥𝑥−3𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = −3 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 1 = 2𝑥𝑥 − 3y 
2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 + 1 = 0 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥
2

=
𝑦𝑦

−3
= −𝑧𝑧 + 1 

    (𝟓𝟓) 𝒛𝒛 = 𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑦𝑦2 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑎𝑎𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 2𝑎𝑎,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑏𝑏𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = 2𝑏𝑏 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 2𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) + 2𝑏𝑏(𝑦𝑦 − 1) 
2𝑎𝑎𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 0 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥 − 1

2𝑎𝑎
=

𝑦𝑦 − 1
2𝑏𝑏

= −𝑧𝑧 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 

 
教科書演習 P.132 例題 4.10 

    (𝟔𝟔) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐   (𝟏𝟏, 𝟐𝟐, −𝟑𝟑) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 2) = 2,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −2𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 2) = −4 
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よって、接平面の方程式は 
𝑧𝑧 + 3 = 2(𝑥𝑥 − 1) − 4(𝑦𝑦 − 2) 

2𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = −3 
また、法線の方程式は 

𝑥𝑥 − 1
2

=
𝑦𝑦 − 2
−4

= 𝑧𝑧 + 3
−1

 

 
教科書演習 P.132 問題 4.9 
    (𝟖𝟖) 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚   (𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝟐𝟐) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑦𝑦 とすると、 
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 2) = 2,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 2) = 1 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 2 = 2(𝑥𝑥 − 1) + (𝑦𝑦 − 2) 
2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2 

また、法線の方程式は 
𝑥𝑥 − 1

2
=

𝑦𝑦 − 2
1

= 𝑧𝑧 − 2
−1

 

    (𝟗𝟗) 𝒛𝒛 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)   �𝟎𝟎, 𝝅𝝅
𝟐𝟐 , 𝟎𝟎� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = cos(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) とすると、 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = − sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),     𝑓𝑓𝑥𝑥 �0, 𝜋𝜋
2� = −1,     𝑓𝑓𝑦𝑦 �0, 𝜋𝜋

2� = −1 

よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 = −𝑥𝑥 − �𝑦𝑦 − 𝜋𝜋
2� 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 =  𝜋𝜋
2

 

また、法線の方程式は 

𝑥𝑥
−1

=
𝑦𝑦 − 𝜋𝜋

2
−1

= 𝑧𝑧
−1

 

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 − 𝜋𝜋
2

= 𝑧𝑧 

 
キャンパス・ゼミ 微分積分 P.180 実践問題 22 
   (𝟏𝟏𝟎𝟎)    𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥�𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� について 
      (𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟏) 点𝐀𝐀𝟎𝟎(𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟔𝟔)における全微分を求めよ。 
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𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥
1 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 2) = 1

3
,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =

2𝑦𝑦
1 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 2) = 2

3
 

よって、全微分は、 ∆𝑧𝑧 = 1
3 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 2

3 𝑑𝑑𝑦𝑦 

      (𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝟐) 点𝐀𝐀𝟎𝟎(𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐥𝐥 𝟔𝟔)における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 
接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − log 6 = 1
3

(𝑥𝑥 − 1) + 2
3

(𝑦𝑦 −  2) 

𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 =  5 − 3log 6 

 
キャンパス・ゼミ 微分積分 P.180 実践問題 22 
   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) について 
      (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝟏𝟏) 点𝐀𝐀𝟎𝟎�

𝜋𝜋
4 , 𝜋𝜋

4 , 0�における全微分を求めよ。 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = − sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),     𝑓𝑓𝑥𝑥 �
𝜋𝜋
4

, 𝜋𝜋
4� = −1,     𝑓𝑓𝑦𝑦 �

𝜋𝜋
4

, 𝜋𝜋
4� = −1 

よって、全微分は、 ∆𝑧𝑧 = −𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑑𝑑𝑦𝑦 
      (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝟐𝟐) 点𝐀𝐀𝟎𝟎�

𝜋𝜋
4 , 𝜋𝜋

4 , 0�における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 
接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 0 = − �𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4� − �𝑦𝑦 − 𝜋𝜋

4� 

2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 =  𝜋𝜋 

 
チャート P.223 基本例題 110 
   (𝟏𝟏𝟐𝟐)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒚𝒚 について点(𝟏𝟏, 𝟏𝟏, 𝒆𝒆)における𝒛𝒛 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚)の接平面の方程式を求めよ。 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 𝑒𝑒,     𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦,     𝑓𝑓𝑦𝑦(1, 1) = 𝑒𝑒 
よって、接平面の方程式は 

𝑧𝑧 − 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒(𝑥𝑥 − 1) + 𝑒𝑒(𝑦𝑦 − 1) 
𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 𝑒𝑒 

 
 完全微分方程式の問題 

キャンパス・ゼミ演習 常微分方程式 P.35 演習問題 15 
次の微分方程式の一般解を求めよ。 
    (𝟏𝟏)    (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + �𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟐𝟐�𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦2 とおくと、 
𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1,      𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1  なので、  𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 
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� (2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � �0 + 3𝑦𝑦2�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦�0
𝑥𝑥 + �𝑦𝑦3�0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

(別解) 一般解は、 

� (2𝑥𝑥 + 0)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � �𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦2�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�𝑥𝑥2�0
𝑥𝑥 + �𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3�0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

キャンパス・ゼミ演習 常微分方程式 P.36 演習問題 16 
    (𝟐𝟐)    (−𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + 𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 

𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −2𝑥𝑥 + sin 𝑦𝑦 ,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦 とおくと、 
𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = cos 𝑦𝑦,   𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = cos 𝑦𝑦  なので、𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� (−2𝑥𝑥 + sin 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � (0 ⋅ cos 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�−𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦�0
𝑥𝑥 = 𝐶𝐶 

−𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

 
キャンパス・ゼミ演習 常微分方程式 P.37 演習問題 17 (レポートに出題) 

    (𝟑𝟑)    (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝒙𝒙 + 𝟏𝟏) 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥 + tan 𝑦𝑦 ,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = (𝑥𝑥 + 1) sec2 𝑦𝑦 とおくと、 

𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1
cos2 𝑦𝑦,   𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1

cos2 𝑦𝑦なので、𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 

よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� (2𝑥𝑥 + tan 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � �(0 + 1) sec2 𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 

�𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 tan 𝑦𝑦�0
𝑥𝑥 + [tan 𝑦𝑦]0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 tan 𝑦𝑦 + tan 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 

𝑥𝑥2 + (𝑥𝑥 + 1) tan 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

 
前年度 レポート問題 
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    (𝟒𝟒)    �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚�𝒅𝒅𝒙𝒙 + (𝒙𝒙 − 𝒆𝒆𝒚𝒚)𝒅𝒅𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 
𝑃𝑃 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦,      𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑦𝑦 とおくと、 
𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1,   𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1なので、𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑄𝑄𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が成り立つ。 
よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
+ � (0 − 𝑒𝑒𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶′ 

�
𝑥𝑥3

3
+ 𝑥𝑥𝑦𝑦�0

𝑥𝑥
+ [−𝑒𝑒𝑦𝑦]0

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥3

3
+ 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑒𝑒𝑦𝑦 + 1 = 𝐶𝐶′ 

𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥𝑦𝑦 − 3𝑒𝑒𝑦𝑦 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 

 物理数学としての問題（レポートに出題） 

(3) van der Waals の状態方程式 

𝒑𝒑(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝑻𝑻
𝑽𝑽 − 𝒏𝒏𝒃𝒃

− 𝒂𝒂𝒏𝒏𝟐𝟐

𝑽𝑽 𝟐𝟐
    の全微分𝒅𝒅𝒑𝒑を求め、 

𝒅𝒅𝒑𝒑 = 𝟎𝟎のとき、
𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅�=

𝝏𝝏𝑻𝑻 (𝑽𝑽 , 𝒑𝒑)
𝝏𝝏𝑽𝑽

= �
𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝑽𝑽 �𝒑𝒑�   を求めよ。 

 

𝑝𝑝𝑇𝑇 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏

,              𝑝𝑝𝑉𝑉 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑇𝑇
(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏)2 + 2 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑉𝑉 3  

となるので 

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑇𝑇 + �− 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑇𝑇
(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏)2 + 2 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑉𝑉 3 � 𝑑𝑑𝑉𝑉  

また、𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 のとき、 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑇𝑇
(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏)2 − 2 𝑎𝑎𝑛𝑛2

𝑉𝑉3

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏

=
𝑇𝑇

𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏
− 2

𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑏𝑏
𝑉𝑉3  

 
(4) 断熱変化に対する熱力学第一法則（𝚫𝚫𝑼𝑼 = 𝑸𝑸 + 𝑾𝑾 ）は 𝟑𝟑

𝟐𝟐 𝒏𝒏𝒏𝒏𝒅𝒅𝑻𝑻 = −𝒑𝒑𝒅𝒅𝑽𝑽 と書ける。この

微分方程式を解き、ポアソンの法則 𝑽𝑽 𝑻𝑻
𝟑𝟑
𝟐𝟐 = 一定 を導出せよ。(𝒑𝒑𝑽𝑽 = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝑻𝑻 を用いて良

い) 
与式を整理すると  
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𝑝𝑝𝑑𝑑𝑉𝑉 + 3
2

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑑𝑑𝑇𝑇 = 0 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉 + 3
2

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑑𝑑𝑇𝑇 = 0 

1
𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉 + 3
2𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑇𝑇 = 0 

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝑻𝑻 �

1
𝑉𝑉 � = 𝟎𝟎, 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝑽𝑽 �
3

2𝑇𝑇 � = 𝟎𝟎 

 よって、与式は完全微分方程式であるから、この一般解は、 

� �
1
𝑉𝑉 � 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

0
+ � �

3
2𝑇𝑇 � 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶′ 

log 𝑉𝑉 + 3
2

log 𝑉𝑉 = 𝐶𝐶′ 

𝑉𝑉 𝑇𝑇
3
2 = 𝐶𝐶   (𝐶𝐶は任意定数) 
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