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微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

第 1 回 多変数関数の微分（1） 
 
今回のポイント 

 

第４章 偏微分法 

4.1 2 変数関数と極限（教 P.106～） 
 １変数関数から２変数関数へ 

   𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

 独立変数   𝑥𝑥     𝑥𝑥, 𝑦𝑦    → 定義域 

 従属変数   𝑦𝑦       𝑧𝑧  → 値域 

問２ 

(1)   𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦                         (2)   𝑧𝑧 = √𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2                       (3)    𝑧𝑧 = �1 − 𝑥𝑥2

𝑎𝑎2 − 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2 

  

1. 1 変数関数から 2 変数関数へ 
2. ２変数関数の極限 
3. 偏微分 

GeoGebra 空間図形より 
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 極限 

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) となるとき、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が定数𝑐𝑐 に限りなく近づくとき、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の極限値は𝑐𝑐 である

といい、 
lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑐𝑐 

と書く。 
１変数関数の場合と同じく線形性、積、商についての基本性質が成り立つ。 

 
また、はさみうちの定理も成り立つ 

 

１変数関数の場合には右からの極限と左からの極限があったが、２変数関数の場合には近づき

方が無数にある。そのため、どのような近づき方をしてもその値に近づくことを示す。問題の多くは

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)を求める形である。解法は大きく以下の 3 通り。 

(i) 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚を使う 
𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚を代入して𝑥𝑥 → 0とした極限が𝑚𝑚によらず一定値に近づくことを示す。 

定理 1 極限の基本性質 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙, lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑚𝑚 とすると 

(1)  lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

{𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)} = 𝑙𝑙 + 𝑚𝑚, lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 
 
(2) lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙𝑙𝑙 

(3)   lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

= 𝑙𝑙
𝑚𝑚

 

定理 2 挟み撃ちの定理 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≤ ℎ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙  

ならば、 
lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
ℎ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙 

である。 
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(ii) 極座標を使う 
𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 を代入して𝑟𝑟 → 0とした極限が𝜃𝜃によらず一定値に近づくこ

とを示す。 
(iii) 極座標を使った上で挟み撃ちの定理 

三角関数の絶対値が 1 以下であることを利用して挟み撃ちの定理を用いる。 
 
例題 1  

    (𝟎𝟎. 𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝒚𝒚𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

(i) 点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚に沿って、原点𝑂𝑂(0，0)に近づくものとすると、 

 lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =  lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 − (𝑚𝑚𝑚𝑚)3

𝑥𝑥2 + (𝑚𝑚𝑚𝑚)2 =  lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

�1 − 𝑚𝑚2�𝑥𝑥3

(1 + 𝑚𝑚2)𝑥𝑥2  

= lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

�1 − 𝑚𝑚2�
(1 + 𝑚𝑚2)

𝑥𝑥 = 0     

となり、傾き𝑚𝑚 によらず 0 に近づく。 

∴   lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 0   (収束) 

(ii) 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =  lim
𝑟𝑟→0

(𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃)3 − (𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃)3

(𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃)2 + (𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃)2 =  lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟3�cos3 𝜃𝜃 − sin3 𝜃𝜃�
𝑟𝑟2�cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃�

 

= lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟�cos3 𝜃𝜃 − sin3 𝜃𝜃� = 0               

となり、𝜃𝜃 の値にかかわらず収束する。 

    (𝟎𝟎. 𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

(i) 点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

 lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =  lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥 ⋅ 𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑥𝑥2 + (𝑚𝑚𝑚𝑚)2 =  lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚
1 + 𝑚𝑚2 

となり、傾き𝑚𝑚 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 
(ii) 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =  lim

𝑟𝑟→0

𝑟𝑟2 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃
𝑟𝑟2�cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃�

=  lim
𝑟𝑟→0

cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃  

となり、𝜃𝜃 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 
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    (𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝒙𝒙

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
 

(iii) 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 とし、𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
=  𝑟𝑟2 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃

√(𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃)2 + (𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃)2
=  𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃 

となり、 

0 ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| = |𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃| ≤ 𝑟𝑟 
である。𝑟𝑟 → 0 とすれば、はさみうちの定理より𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 となる。 

    (𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟒𝟒 

(i) 点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚√𝑥𝑥に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

 lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦4 =  lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥 ⋅ 𝑚𝑚2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑚𝑚4𝑥𝑥2 =  lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚2𝑥𝑥2

(1 + 𝑚𝑚4)𝑥𝑥2 

= lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚2

1 + 𝑚𝑚4 

となり、傾き𝑚𝑚 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 
(この問題では𝑥𝑥の次数が揃うように代入する直線を調整した) 

 
教科書 P.111 問 4 をやってみよう。 

  



 
 

5 

 

微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

 関数の連続性 

「連続性を調べよ」 → 「その点での値と極限値を比較して一致するかを確かめる」 
 
例題 2  

(1)   𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
    �(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≠ (0,0)�,     𝑓𝑓(0,0) = 0 

例題 1（1）より(0，0)での極限値は 0、また𝑓𝑓(0,0) = 0であるから、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)は(0，0)で 
連続である。 

(2)   𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2     �(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≠ (0,0)�,     𝑓𝑓(0,0) = 0 

例題 1（0.2）より(0，0)での極限値は存在しない。よって、 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)は(0，0)で不連続である。 

 
問 4 

    (𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙𝒚𝒚

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐
 

0 ≤
�

sin 𝑥𝑥𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�
≤

�
𝑥𝑥𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�
 

右辺に対して𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

�右辺� = |𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃| → 0  

よって、求める極限値は 0. 

    (𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝒚𝒚𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟒𝟒 

点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑦𝑦2に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦4 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚𝑦𝑦5

𝑚𝑚2𝑦𝑦4 + 𝑦𝑦4 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑚𝑚2 + 1

= 0 

    (𝟑𝟑)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) の近傍で定義され、 
lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

のとき、この関数は(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) で連続であるという。 
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𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟3�cos3 𝜃𝜃 + sin3 𝜃𝜃�
𝑟𝑟2 = lim

𝑟𝑟→0
𝑟𝑟�cos3 𝜃𝜃 + sin3 𝜃𝜃� = 0 

    (𝟒𝟒)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥𝑥𝑥 log�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� = lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟2 cos 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃 log�𝑟𝑟2� = 1
2

sin 2𝜃𝜃 ⋅ lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟2 log�𝑟𝑟2� 

𝑟𝑟2 = 𝑠𝑠 とおくと 

lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟2 log�𝑟𝑟2� = lim
𝑠𝑠→0

log 𝑠𝑠

�
1
𝑠𝑠�

= lim
𝑠𝑠→0

�
1
𝑠𝑠�

�− 1
𝑠𝑠2�

= lim
𝑠𝑠→0

(−𝑠𝑠) = 0 

よって、求める極限値は0 
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4.2 偏導関数（教 P.114～） 
 偏微分可能性と偏導関数 

 

       

         

偏微分係数の定義 
 
 
 
 

収束すれば(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)で 𝑥𝑥（𝑦𝑦）について偏微分可能であるという 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

= lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑏𝑏) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

 

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

= lim
𝑦𝑦→𝑏𝑏

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
𝑦𝑦 − 𝑏𝑏

 

偏導関数の定義 
 
 
 
 

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)で偏微分可能なとき𝑥𝑥（𝑦𝑦）について偏微分可能であるといい、 
各店における偏微分係数を示す関数を𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)の偏導関数という。 

偏導関数を求めることを偏微分するという。 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

= lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
ℎ

 

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

= lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
ℎ
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例題 8  
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦 

(i) 偏微分係数の定義 より 

𝑓𝑓𝑥𝑥 �1, 𝜋𝜋
2� = lim

𝑥𝑥→1

𝑓𝑓�𝑥𝑥, 𝜋𝜋
2� − 𝑓𝑓�1, 𝜋𝜋

2�
𝑥𝑥 − 1

 

= lim
𝑥𝑥→1

𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 𝑒𝑒2

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥→1
𝑒𝑒2 𝑒𝑒2(𝑥𝑥−1) − 1

𝑥𝑥 − 1
 

 

 

= lim
𝑢𝑢→0

2𝑒𝑒2 𝑢𝑢
log(𝑢𝑢 + 1)

= 2𝑒𝑒2 

                                          → 1 

(ii) 導関数の定義 より 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = lim
ℎ→0

𝑒𝑒2(𝑥𝑥+ℎ) sin 𝑦𝑦 − 𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦
ℎ

 

= lim
ℎ→0

𝑒𝑒2𝑥𝑥sin 𝑦𝑦 𝑒𝑒2ℎ − 1
ℎ

= 2 𝑒𝑒2𝑥𝑥sin 𝑦𝑦 

                                             → 2 

∴  𝑓𝑓𝑥𝑥 �1, 𝜋𝜋
2� = 2𝑒𝑒2 

(iii) 導関数の計算 より 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦� = 2𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦 

∴  𝑓𝑓𝑥𝑥 �1, 𝜋𝜋
2� = 2𝑒𝑒2 

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦 

∴  𝑓𝑓𝑦𝑦 �1, 𝜋𝜋
2� = 0 

  

𝑒𝑒2(𝑥𝑥−1) − 1 = 𝑢𝑢 とおくと、𝑥𝑥 → 1のとき𝑢𝑢 → 0 で、 

𝑒𝑒2(𝑥𝑥−1) = 𝑢𝑢 + 1 

2(𝑥𝑥 − 1) = log(𝑢𝑢 + 1) 
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偏微分の計算における公式（スカラー倍、線形性、積、商、合成関数） 

 
これらを駆使して偏微分を解いてみよう 
例  
         (1) 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2𝑦𝑦 ⋅ tan−1 𝑥𝑥   の𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) を求めよ。 
                           𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = �𝑥𝑥2𝑦𝑦�𝑥𝑥 ⋅ tan−1 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦 ⋅ �tan−1 𝑥𝑥�𝑥𝑥 

= 2𝑥𝑥 ⋅ 𝑦𝑦 ⋅ tan−1 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦 ⋅ 1
1 + 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 �2 tan−1 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑥𝑥2� 

         (2)  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥
1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥

   の𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) を求めよ。 

                           𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑦𝑦 ⋅ (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) − (1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) ⋅ (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑦𝑦

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)2  

= −𝑥𝑥 ⋅ (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) − (1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) ⋅ 𝑥𝑥
(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)2 = −2𝑥𝑥

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)2 

         (3)  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦    の𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) を求めよ。 

                           𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
(𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑥𝑥 ⋅ (𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦) − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ (𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)𝑥𝑥

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2  

= 𝑦𝑦 ⋅ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦) − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2 = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥{(𝑦𝑦 − 1)𝑒𝑒𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑦𝑦}
(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2  

 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) および 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が共に偏微分可能なとき 
1. （スカラー倍） (𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑥𝑥(𝑦𝑦) = 𝑘𝑘 ⋅ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑦𝑦) 
2. （線形性） (𝑓𝑓 ± 𝑔𝑔)𝑥𝑥(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑦𝑦) ± 𝑔𝑔𝑥𝑥(𝑦𝑦) 
3. （積）  (𝑓𝑓 ⋅ 𝑔𝑔)𝑥𝑥(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑦𝑦) ⋅ 𝑔𝑔 + 𝑓𝑓 ⋅ 𝑔𝑔𝑥𝑥(𝑦𝑦) 
4. （商）   

�
𝑓𝑓
𝑔𝑔�𝑥𝑥(𝑦𝑦)

=
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑦𝑦) ⋅ 𝑔𝑔 − 𝑓𝑓 ⋅ 𝑔𝑔𝑥𝑥(𝑦𝑦)

𝑔𝑔2  

5. （合成関数）  
𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が偏微分可能な関数𝑢𝑢 = 𝑙𝑙(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) と微分可能な

関数𝑧𝑧 = 𝑔𝑔(𝑢𝑢) の合成関数、 
𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑔𝑔(𝑢𝑢) = 𝑔𝑔�𝑙𝑙(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)� 

と表されるとき、 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

        𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
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 高次偏導関数 

                                               2 次偏導関数 

                                                                                                 
 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),  𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥

 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)  

 𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)                              
 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),  𝑓𝑓𝑥𝑥 

 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)  

                                                                                                 
 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),  𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥                         

 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)� = 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

 

 (𝑛𝑛 − 1)次偏導関数がすべて偏微分可能 →𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は 𝑛𝑛 回微分可能 

 𝑛𝑛 次以下の偏導関数がすべて連続 →  𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) は 𝐶𝐶𝑛𝑛 級である。 

 関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) について演算子∆をラプラシアンと呼ぶ。 

∆𝑓𝑓 =
𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦2  

∆𝑓𝑓 = 0 となる 𝐶𝐶𝑛𝑛 級関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) を調和関数という。 

例題 10  
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = (2𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦) sin 𝑦𝑦 の２次導関数を求めよう。 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 2 sin 𝑦𝑦,        𝑓𝑓𝑦𝑦 = 3 sin 𝑦𝑦 + (2𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦) cos 𝑦𝑦 
 より 
  𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2 cos 𝑦𝑦 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2 cos 𝑦𝑦,   𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 = 6 cos 𝑦𝑦 − (2𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦) sin 𝑦𝑦 

 

 

 

 

教科書 P.115 問 7 をやってシュワルツの定理を確かめてみよう。 
また、問 8 では調和関数となる関数を探す練習なので、やってみよう。 

  

x で偏微分 

もう一度 x で偏微分 

y で偏微分 

𝑥𝑥𝑥𝑥���⃗  

𝑦𝑦𝑦𝑦�⃐�� 

𝑥𝑥𝑥𝑥���⃗  

関数に近い側を先に偏微分する 

シュワルツの定理 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 と𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 が連続であるならば 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 
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 偏微分の順序変更 

シュワルツの定理より関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が点(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) において連続であるならば、 
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

なので、偏微分の順番を入れ替えることができる。 
例えば、𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が 3 回微分可能であれば、 

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦,  

などが成り立つ。 
また、このような高次偏導関数のうち、𝑥𝑥, 𝑦𝑦 を両方含むようなものを混合偏導関数といい、 

関数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) が𝐶𝐶𝑛𝑛 級であれば偏微分の順序は自由に変更してよい。 

 

  



 
 

12 

 

微分積分Ⅱ （ppfcj2o）          担当教員：西沢 望 （S-305）：nishizawa.nozomi@kitasato-u.ac.jp 

【問題集】 
 極限値を求める問題 

    (𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

    (𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟒𝟒 

    (𝟑𝟑)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒚𝒚𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

    (𝟒𝟒)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟒𝟒 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

    (𝟓𝟓)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 

    (𝟔𝟔)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + (𝒚𝒚 + 𝟒𝟒)𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐  の (𝒙𝒙, 𝒚𝒚) → (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)における極限値を求めなさい。 

    (𝟕𝟕)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐  は (𝒙𝒙, 𝒚𝒚) → (𝟎𝟎, 𝟎𝟎) において極限値を持たないことを示せ。 

 
 偏微分する問題 

   (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 

   (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

   (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒂𝒂𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃𝒃𝒃 

   (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

   (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚 

   (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏
�

𝒙𝒙
𝒚𝒚� 

   (𝟕𝟕)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

   (𝟖𝟖)    𝒛𝒛 =  𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 
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   (𝟗𝟗)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒚𝒚 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒚𝒚) 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟒𝟒 − 𝒙𝒙𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝟐𝟐+𝒚𝒚𝟐𝟐 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐧𝐧−𝟏𝟏 𝒚𝒚 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

 について 𝒇𝒇𝒙𝒙�𝟏𝟏,𝟏𝟏
𝟐𝟐� , 𝒇𝒇𝒚𝒚 �𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝟐𝟐�  を求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒈𝒈(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 ⋅ 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒚𝒚  について 𝒈𝒈𝒙𝒙(𝟏𝟏,𝟏𝟏),𝒈𝒈𝒚𝒚(𝟏𝟏,𝟏𝟏) を求めよ。 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟒𝟒 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚) 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

 

 高次偏微分する問題、シュワルツの定理の確認の問題 

次の二次偏導関数を求め、𝒛𝒛𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝒛𝒛𝒚𝒚𝒚𝒚が成り立つことを確かめよ。 

    (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝟑𝟑) 

    (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 

    (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) 

    (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒚𝒚) 

    (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 

    (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = √𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐  

    (𝟕𝟕)   𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟒𝟒 

    (𝟖𝟖)   𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚) 

    (𝟗𝟗)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙𝒙𝒙  について𝟐𝟐階の偏導関数 𝒇𝒇𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒇𝒇𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒇𝒇𝒚𝒚𝒚𝒚,𝒇𝒇𝒚𝒚𝒚𝒚 を求めよ。 
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 調和関数に関する問題 

次の関数について𝒛𝒛𝒙𝒙𝒙𝒙 + 𝒛𝒛𝒚𝒚𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 が成り立つことを示せ。 

   (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

   (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 

   (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏
�

𝒙𝒙
𝒚𝒚� 

次の関数について調和関数かどうか確かめよ。 

   (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

   (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙(𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒚𝒚 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚) 

   (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 

   (𝟕𝟕)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

   (𝟖𝟖)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

   (𝟗𝟗)    𝒛𝒛 = 𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

 

 物理数学としての問題 

van der Waals の状態方程式 

𝒑𝒑(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏
𝑽𝑽 − 𝒏𝒏𝒏𝒏

− 𝒂𝒂 �
𝒏𝒏
𝑽𝑽�

𝟐𝟐
�𝒏𝒏, 𝑹𝑹, 𝒂𝒂, 𝒃𝒃は定数� 

の変数(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) に関する 1 次 2 次偏導関数を求め、調和関数かどうか調べよ。 
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【解答】 
 極限値を求める問題 

教科書 P.144 演習問題 4-A 1. 

    (𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

�1 − 𝑚𝑚2�𝑥𝑥2

(1 + 𝑚𝑚2)𝑥𝑥2 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

1 − 𝑚𝑚2

1 + 𝑚𝑚2 

となり、𝑚𝑚 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 

    (𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟒𝟒 

点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑦𝑦2に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥2𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦4 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚2𝑦𝑦6

𝑚𝑚2𝑦𝑦4 + 𝑦𝑦4 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚2𝑦𝑦2

𝑚𝑚2 + 1
= 0 

教科書演習 P.123 4.1 

    (𝟑𝟑)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒚𝒚𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑦𝑦3

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = lim
𝑟𝑟→0

𝑟𝑟3 ⋅sin3 𝜃𝜃
𝑟𝑟2 = lim

𝑟𝑟→0
𝑟𝑟 sin3 𝜃𝜃 = 0 

    (𝟒𝟒)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟒𝟒 + 𝒚𝒚𝟐𝟐     (レポートに出題) 

点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥2に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥2𝑦𝑦
𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦2 = lim

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 + 𝑚𝑚2𝑥𝑥4 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑚𝑚
𝑚𝑚2 + 1

 

となり、𝑚𝑚 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 
チャート P.197 基本例題 
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    (𝟓𝟓)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)→(𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 

点 P(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)が直線𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥に沿って、原点𝑂𝑂�0，0�に近づくものとすると、 

lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 + 2𝑦𝑦3

2𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

𝑥𝑥3 + 2(𝑚𝑚𝑚𝑚)3

2𝑥𝑥3 + (𝑚𝑚𝑚𝑚)3 = lim
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(0,0)

1 + 𝑚𝑚3

2 + 𝑚𝑚3 

となり、𝑚𝑚 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 

    (𝟔𝟔)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + (𝒚𝒚 + 𝟒𝟒)𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐  の (𝒙𝒙, 𝒚𝒚) → (𝟎𝟎, 𝟎𝟎)における極限値を求めなさい。 

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥3 + (𝑦𝑦 + 4)𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2

2𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =
𝑟𝑟2�𝑟𝑟 cos3 𝜃𝜃 + 𝑟𝑟 cos2 𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃 + 4 cos2 𝜃𝜃 + 2 sin2 𝜃𝜃�

𝑟𝑟2�2 cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃�
 

=
𝑟𝑟 cos2 𝜃𝜃 (cos 𝜃𝜃 + sin 𝜃𝜃) + 2�2 cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃�

2 cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃
 

= 𝑟𝑟 cos2 𝜃𝜃 (cos 𝜃𝜃 + sin 𝜃𝜃)
1 + cos2 𝜃𝜃

+ 2 

となる。ここで、 

0 ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 2| = 𝑟𝑟 �
cos2 𝜃𝜃 (cos 𝜃𝜃 + sin 𝜃𝜃)

1 + cos2 𝜃𝜃 � 

であるが、 

0 ≤ �cos2 𝜃𝜃� ≤ 1 

|cos 𝜃𝜃 + sin 𝜃𝜃| = �√2 cos �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
4�� ≤ √2 

0 ≤ �
1

1 + cos2 𝜃𝜃� ≤ 1 

なので、 

0 ≤ �
cos2 𝜃𝜃 (cos 𝜃𝜃 + sin 𝜃𝜃)

1 + cos2 𝜃𝜃 � ≤ √2 

よって 

0 ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 2| = √2𝑟𝑟 

𝑟𝑟 → 0 で�右辺� → 0となり、はさみうちの定理より|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 2| → 0 となるので、 
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𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 2 

    (𝟕𝟕)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐  は (𝒙𝒙, 𝒚𝒚) → (𝟎𝟎, 𝟎𝟎) において極限値を持たないことを示せ。 

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 とおくと、((𝑥𝑥, 𝑦𝑦) → 0 は𝑟𝑟 → 0) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =
𝑟𝑟2�cos2 𝜃𝜃 − sin2 𝜃𝜃�
𝑟𝑟2�cos2 𝜃𝜃 + sin2 𝜃𝜃�

= cos 2𝜃𝜃 

となり、𝜃𝜃 の値によって変化する。よって、極限は存在しない。 
 

 偏微分する問題 

教科書 P.115 問 6 （演習に出題） 

    (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥2 − 3𝑎𝑎𝑎𝑎                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 3𝑦𝑦2 − 3𝑎𝑎𝑎𝑎  

   (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥
2√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

= 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

                      𝑧𝑧𝑦𝑦 =
𝑦𝑦

√𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

   (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒂𝒂𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃𝒃𝒃 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏𝑏𝑏                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = −𝑏𝑏𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 sin 𝑏𝑏𝑏𝑏 

   (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2                       𝑧𝑧𝑦𝑦 =

2𝑦𝑦
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

   (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒚𝒚 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑥𝑥(𝑦𝑦−1)                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 log 𝑥𝑥 

   (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏
�

𝒙𝒙
𝒚𝒚� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 =
1
𝑦𝑦

�1 − �
𝑥𝑥
𝑦𝑦�

2
=

1
𝑦𝑦

√𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2

|𝑦𝑦|

=
|𝑦𝑦|

𝑦𝑦√𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2
        𝑧𝑧𝑦𝑦 =

− 𝑥𝑥
𝑦𝑦2

�1 − �
𝑥𝑥
𝑦𝑦�

2
=

−𝑥𝑥|𝑦𝑦|

𝑦𝑦2√𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2
 

教科書 P.144 演習問題 4-A 3. 
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   (𝟕𝟕)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥 cos�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 2𝑦𝑦 cos�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� 

   (𝟖𝟖)    𝒛𝒛 =  𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 

𝑧𝑧𝑥𝑥 =
𝑦𝑦

√1 − (𝑥𝑥𝑥𝑥)2
=         𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

√1 − (𝑥𝑥𝑥𝑥)2
 

   (𝟗𝟗)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒚𝒚 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 tan−1 𝑦𝑦                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 tan−1 𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 1
1 + 𝑦𝑦2 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒚𝒚) 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 log(2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) +
2𝑥𝑥𝑥𝑥

2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 log(2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) +

𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

 

教科書演習 P.127 4.3 

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟒𝟒 − 𝒙𝒙𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥𝑦𝑦4 − 𝑦𝑦                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥2𝑦𝑦3 − 𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦  

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝟐𝟐+𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥2+𝑦𝑦2
                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 2𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥 cos�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 2𝑦𝑦 cos�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� 

   (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒚𝒚 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 tan−1 𝑦𝑦                      𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 tan−1 𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 1
1 + 𝑦𝑦2 

キャンパスゼミ P.166 演習問題 20 

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

 について 𝒇𝒇𝒙𝒙�𝟏𝟏,𝟏𝟏
𝟐𝟐� , 𝒇𝒇𝒚𝒚 �𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝟐𝟐�  を求めよ 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
−2𝑥𝑥 ⋅ sin−1 𝑦𝑦

(𝑥𝑥2 + 1)2 ,      𝑓𝑓𝑥𝑥 �1,
1
2� =

−2 ⋅ 1 ⋅ sin−1 1
2

�12 + 1�
2 = −

𝜋𝜋
12 
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𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
1

(𝑥𝑥2 + 1)2 ⋅
1

�1 − 𝑦𝑦2
,      𝑓𝑓𝑦𝑦 �1,

1
2� =

1
4 ⋅

1

�1 − �1
2�

2
=

1
√3

 

キャンパスゼミ P.167 実践問題 20 

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒈𝒈(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 ⋅ 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒚𝒚  について 𝒈𝒈𝒙𝒙(𝟏𝟏,𝟏𝟏),𝒈𝒈𝒚𝒚(𝟏𝟏,𝟏𝟏) を求めよ。 

𝑔𝑔𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
𝑥𝑥

�𝑥𝑥2 + 1
⋅ tan−1 𝑦𝑦,      𝑔𝑔𝑥𝑥(1,1) =

1

�12 + 1
⋅ tan−1(1) =

√2
8 𝜋𝜋 

𝑔𝑔𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = �𝑥𝑥2 + 1 ⋅
1

1 + 𝑦𝑦2 ,      𝑔𝑔𝑥𝑥(1,1) = �12 + 1 ⋅
1

1 + 12 =
√2
2  

チャート P.220 基本例題 

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟒𝟒 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 4𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦3,      𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −6𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 6𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 16𝑦𝑦3  

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
1

cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦),      𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −
1

cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)  

    (𝟏𝟏𝟏𝟏)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥)

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 𝑒𝑒2𝑥𝑥+3𝑦𝑦,      𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
3𝑥𝑥2 + 3𝑦𝑦2 − 2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 𝑒𝑒2𝑥𝑥+3𝑦𝑦  

 

 高次偏微分する問題、シュワルツの定理の確認の問題 

教科書 P.116 問 7 （演習に出題） 
次の二次偏導関数を求め、𝒛𝒛𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝒛𝒛𝒚𝒚𝒚𝒚が成り立つことを確かめよ。 

    (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝟑𝟑) 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 4𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦2,                     𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 4𝑦𝑦               𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 4𝑥𝑥 + 6𝑦𝑦  

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥𝑥𝑥,                     𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 + 6𝑦𝑦      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 6𝑥𝑥  ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

    (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥,                     𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑦𝑦2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥              𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥  
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𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥,                    𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥     𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥   ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

    (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = − sin(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦),      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = − cos(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2cos(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦) 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 2 sin(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦),      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2 cos(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = −4cos(𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)    ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

    (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒚𝒚) 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑦𝑦

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2       𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑦𝑦

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑦𝑦

𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑦𝑦

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2       𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑦𝑦

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑦𝑦)2                       ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

    (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 

    𝑧𝑧𝑥𝑥 =
𝑦𝑦

√1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2
= 𝑦𝑦�1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�

−1
2,      

    𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = − 1
2

𝑦𝑦 ⋅ �−2𝑥𝑥𝑦𝑦2��1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�
−3

2 = 𝑥𝑥𝑦𝑦3 ⋅ �1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�
−3

2  

     𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�
−1

2 − 1
2

𝑦𝑦 ⋅ �−2𝑥𝑥2𝑦𝑦��1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�
−3

2 = �1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�
−3

2 

    𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2
= 𝑥𝑥�1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�

−1
2,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = �1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�

−3
2,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥3𝑦𝑦 ⋅ �1 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦2�

−3
2 

       ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

教科書演習 P.128 4.5 

    (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = √𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐 の二次偏導関数を求め、𝒛𝒛𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝒛𝒛𝒚𝒚𝒚𝒚が成り立つことを確かめよ。 

 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = −𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2
= −𝑥𝑥�1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�

−1
2,       

𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = −�1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−1

2 − 𝑥𝑥2�1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2 = �−1 + 𝑦𝑦2��1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2       

𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
2

𝑥𝑥 ⋅ (−2𝑦𝑦)�1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2 = −𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ �1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2 
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𝑧𝑧𝑦𝑦 = −𝑦𝑦�1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−1

2, 

𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ �1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = �−1 + 𝑥𝑥2��1 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
−3

2     ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 

チャート P.228 基本例題 

    (𝟕𝟕)   𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟒𝟒 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 4𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦3,      𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −6𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 6𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 16𝑦𝑦3  

なので、 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 12𝑥𝑥2 − 6𝑦𝑦2,      𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −12𝑥𝑥𝑥𝑥 − 6𝑦𝑦2  

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −12𝑥𝑥𝑥𝑥 − 6𝑦𝑦2,      𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −6𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥𝑥𝑥 + 48𝑦𝑦2  

 

    (𝟖𝟖)   𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒙𝒙 − 𝒚𝒚) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
1

cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦),      𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −
1

cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)  

なので、 

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
2 sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) ,      𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −

2 sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −
2 sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) ,      𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =

2 sin(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
cos2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

キャンパスゼミ P.173 実践問題 21 

    (𝟗𝟗)    𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒚𝒚) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙𝒙𝒙  について𝟐𝟐階の偏導関数 𝒇𝒇𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒇𝒇𝒙𝒙𝒙𝒙,𝒇𝒇𝒚𝒚𝒚𝒚,𝒇𝒇𝒚𝒚𝒚𝒚 を求めよ 

    𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ⋅ sinh 𝑥𝑥𝑥𝑥,      

    𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑦𝑦2 cosh 𝑥𝑥𝑥𝑥,       𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = sinh 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ cosh 𝑥𝑥𝑥𝑥 

    𝑓𝑓𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ⋅ sinh 𝑥𝑥𝑥𝑥,      

    𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 = sinh 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ cosh 𝑥𝑥𝑥𝑥,       𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 cosh 𝑥𝑥𝑥𝑥 

 

 調和関数に関する問題 

教科書 P.116 問 8 
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次の関数について𝒛𝒛𝒙𝒙𝒙𝒙 + 𝒛𝒛𝒚𝒚𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 が成り立つことを示せ。 

   (𝟏𝟏)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =

2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� − 4𝑥𝑥2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =
−2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2  

𝑧𝑧𝑦𝑦 =
2𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =
2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� − 4𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =
2𝑥𝑥2 − 2𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2                       ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

   (𝟐𝟐)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = −𝑒𝑒𝑥𝑥 sin 𝑦𝑦,    𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑒𝑒𝑥𝑥 cos 𝑦𝑦                ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

   (𝟑𝟑)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏
�

𝒙𝒙
𝒚𝒚� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 =
�

1
𝑦𝑦�

1 + �
𝑥𝑥
𝑦𝑦�

2 =
𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =
−2𝑥𝑥𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 

𝑧𝑧𝑦𝑦 =
− �

𝑥𝑥
𝑦𝑦2�

1 + �
𝑥𝑥
𝑦𝑦�

2 = −𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =

2𝑥𝑥𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2                ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

教科書 P.144 演習問題 4-A 4. （レポートに出題） 
次の関数について調和関数かどうか確かめよ。 

   (𝟒𝟒)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟐𝟐� 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑦𝑦3,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 6𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥𝑦𝑦2,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = −6𝑥𝑥𝑥𝑥    

∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 より調和関数である。 

   (𝟓𝟓)    𝒛𝒛 = 𝒆𝒆𝒙𝒙(𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒚𝒚 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒚𝒚) 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(sin 𝑦𝑦 + cos 𝑦𝑦),      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(sin 𝑦𝑦 + cos 𝑦𝑦) 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(cos 𝑦𝑦 − sin 𝑦𝑦),      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(− sin 𝑦𝑦 − cos 𝑦𝑦) 

∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 より調和関数である。 

   (𝟔𝟔)    𝒛𝒛 = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒙𝒙 
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𝑧𝑧𝑥𝑥 =
𝑦𝑦

1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥)2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =
−2𝑥𝑥𝑦𝑦3

{1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥)2}2 

𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥)2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =

−2𝑥𝑥3𝑦𝑦
{1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥)2}2 

 ∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 ≠ 0 より調和関数ではない。 

   (𝟕𝟕)    𝒛𝒛 = 𝒙𝒙𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 =
𝑦𝑦�𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2�
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =

2𝑥𝑥𝑦𝑦�𝑥𝑥2 − 3𝑦𝑦2�
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)3  

𝑧𝑧𝑦𝑦 =
𝑥𝑥�𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =

2𝑥𝑥𝑦𝑦�𝑦𝑦2 − 3𝑥𝑥2�
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)3  

∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 ≠ 0 より調和関数ではない。 

 

教科書演習 P.128 4.6 
次の関数について調和関数かどうか確かめよ。 

   (𝟖𝟖)    𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥 ⋅ 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =

−𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 

𝑧𝑧𝑦𝑦 =
𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦 ⋅ 2𝑦𝑦

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 =
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2    

∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 より調和関数である。 

   (𝟗𝟗)    𝒛𝒛 = 𝒚𝒚
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 

𝑧𝑧𝑥𝑥 =
−2𝑥𝑥𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 ,      𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =
−2𝑦𝑦 ⋅ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�

2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ 2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� ⋅ 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)4 =

2𝑦𝑦�3𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2�
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)3  

𝑧𝑧𝑦𝑦 =
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 ,      𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =
−2𝑦𝑦 ⋅ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�

2 − �𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2� ⋅ 2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2� ⋅ 2𝑦𝑦
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)4  

=
2𝑦𝑦�−3𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�

(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)3     

∴ 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 より調和関数である。 
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 物理数学としての問題（レポートに出題） 

van der Waals の状態方程式 

𝒑𝒑(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) = 𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏
𝑽𝑽 − 𝒏𝒏𝒏𝒏

− 𝒂𝒂 �
𝒏𝒏
𝑽𝑽�

𝟐𝟐
�𝒏𝒏, 𝑹𝑹, 𝒂𝒂, 𝒃𝒃は定数� 

の変数(𝑻𝑻 , 𝑽𝑽 ) に関する 1 次 2 次偏導関数を求め、調和関数かどうか調べよ。（レポートに

出題） 

𝑝𝑝𝑇𝑇 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛

    𝑝𝑝𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = 0 

𝑝𝑝𝑉𝑉 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = −𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛)2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑉𝑉3    𝑝𝑝𝑉𝑉𝑉𝑉 (𝑇𝑇 , 𝑉𝑉 ) = 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑉𝑉 − 𝑛𝑛𝑛𝑛)3 −

6𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑉𝑉4 �
𝑛𝑛
𝑉𝑉�

2
 

∴ 𝑝𝑝𝑇𝑇𝑇𝑇 + 𝑝𝑝𝑉𝑉𝑉𝑉 ≠ 0 より調和関数ではない。 
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